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1 Einleitung

Bei der numerischen Simulation atmosphérischer Vorgénge mithilfe von dreidi-
mensionalen Stromungsmodellen stellt sich in den Geowissenschaften hiaufig das
Problem der Festlegung und Behandlung der seitlichen Rénder des Modellgebie-
tes. Die untere Begrenzung ist in der Regel ndmlich durch den Erdboden oder den
Meeresgrund von auflen vorgegeben und stellt damit eine feste, fiir das Fluid un-
durchdringliche Grenze dar. Fiir die obere Berandung stehen ebenfalls natiirliche,
wenn auch elastische Grenzflichen in Form des Phaseniiberganges von Wasser zu
Luft bzw. einer fiktiven ,,Obergrenze“ der Atmosphére zur Verfiigung. Die seit-
lichen Rénder werden demgegeniiber willkiirlich festgesetzt und fallen deshalb
in der Regel nicht mit natiirlichen, d.h. orographischen Diskontinuitéiten zusam-
men.! Dem Wesen nach handelt es sich dabei um offene Rénder, weil eine Durch-
stromung dieser kiinstlichen Grenzflachen, denen in der wirklichen Landschaft
gar keine Diskontinuitdten entsprechen, unbedingt zugelassen werden muf. Die
Randbedingungen prognostischer Systeme miissen derart gew#hlt werden, daf
moglichst keinerlei unerwiinschten numerischen Effekte auftreten:

e Die seitlichen Rénder des Modellgebietes sollen idealerweise keine Quellen
der Modellparameter darstellen.

e An der Grenzfliche soll keine Reflexion von wellenartigen Gebilden statt-
finden, die vom Inneren des Modellgebietes auf die Berandung zulaufen.

e Die numerische Losung des Systems soll sich im gesamten Modellgebiet so
verhalten, als wiren die kiinstlichen Begrenzungen nicht vorhanden.

Diese Bedingungen stehen allerdings mit der mathematischen Theorie im Wider-
spruch, welche besagt, dafl die Losung von Differentialgleichungen im allgemeinen
sowohl von den Anfangs- als auch von den Randbedingungen abhéngt. Aus die-
sem Grunde sind Kompromisse unvermeidbar, denn man wird wohl kaum eine
ideale Losung dieses Problems erwarten diirfen.

Wenn das Modell auch Einfliissen aus angrenzenden Gebieten unterliegen soll,
die vorhandenen Rechnerressourcen eine Vergroflerung des Simulationsgebietes
bei gleichbleibender raumlicher Auflésung aber nicht zulassen, so kann man sich
unter Verwendung eines genesteten Modells behelfen. Dabei werden zwei Modelle
mit unterschiedlicher rdaumlicher Auflosung eingesetzt. Das den zentralen, inne-
ren Bereich abdeckende Modell wird mit einer dichteren Folge von Gitterpunkten
abgedeckt. Ein weiteres Modell mit iiblicherweise derselben Gesamtzahl an Git-
terpunkten, aber mit einer grofleren, z.B. der doppelten Schrittweite, iiberdeckt

!Das Problem seitlicher Rinder eriibrigt sich selbstverstindlich bei der Verwendung globaler
Modelle.



dann einen breiteren Ausschnitt des Gebietes. Das innere, feinere Modell soll
vollstéandig im gesamten, groberen Modell enthalten sein. Beide Modelle kénnen
prinzipiell unabhéngig voneinander betrieben werden. Dadurch bietet sich vor
allem die gleichzeitige Verarbeitung auf jeweils einem Knoten eines Parallelrech-
ners an. Wenn die Anzahl der Gitterpunkte beider Modelle iibereinstimmt, ist
fiir eine ideale Auslastung der parallelen Prozesse gesorgt, da beide Knoten in
jedem Zeitschritt anndhernd dieselbe Arbeit verrichten miissen.

e Bei der Nestung wird im Inneren eines grofien, den gesamten Raum von
Interesse iiberspannenden Gebietes ein zusétzliches kleineres, aber raumlich
besser aufgelostes (d.h. mit geringerer Gitterweite, also kleinerem Abstand
benachbarter Gitterpunkte) plaziert.

e In diesem zentralen Bereich laufen beide Modelle nebeneinander.

e Als Ergebnisse nimmt man die als genauer angesehenen Werte des besser
aufgelosten Gebietes.

Fiir ein derartiges Vorgehen lassen sich die folgenden Griinde anfithren: Speziell
ist man zwar nur an den Ergebnissen im zentralen Bereich interessiert (es wiirde
dafiir also das innere Gebiet fiir sich alleine bereits gentigen), man mochte jedoch
auch Einfliisse von weiter auflen zulassen. Allerdings wére der Ressourcenver-
brauch (d.h. Speicherplatz sowie fiir einen kompletten Rechenschritt benotigte
Zeit) zu groB, wenn die hohere raumliche Auflésung des inneren Gebietes iiber
den gesamten Bereich hinweg zur Anwendung kéme. Stattdessen bedient man
sich der eben beschriebenen Form der Nestung der beiden Gebiete. Beziiglich
des Verbrauchs an Ressourcen sei ein Beispiel zur Verdeutlichung angefiigt: Be-
tragt der Faktor der unterschiedlichen raumlichen Auflésung beider Gebiete den
Wert Zwei, so ist bei gleicher Anzahl der Gitterpunkte in beiden Gebieten? das
duBere Gebiet vom horizontalen Umfang her doppelt so grofl wie das innere. Soll
das duflere Gebiet hingegen dieselbe Gitterpunktdichte wie das innere aufweisen,
dann wiirde sich die Anzahl der Gitterpunkte gleichzeitig vervierfachen. Bei der
beschriebenen Form der Nestung (unter Parallelausfithrung) wird aber lediglich
die doppelte Rechen(Speicher-)Kapazitit benstigt. Dies entspricht einer Verrin-
gerung der in Anspruch genommenen Ressourcen um 50 %.

Wegen der Uberlappung beider Modelle sind auf diese Weise fiir das innere Ge-
biet gleich zwei Losungen mit verschiedener Schrittweite vorhanden, von denen
selbstverstandlich derjenigen mit der besseren Auflésung vertraut wird. Aus Be-
quemlichkeitsgriinden wird darauf verzichtet, beim groberen, den gesamten Be-
reich abdeckenden Modell den zentralen Bereich auszusparen, den bereits das

2Bei Parallelausfiihrung des Programms ist es vorteilhaft, wenn beide Gebiete dieselbe An-
zahl an Gitterpunkten aufweisen; dies fiihrt ndmlich zu einer optimalen, d.h. annidhernd gleichen
Auslastung beider Knoten des Parallelrechners, auf denen jeweils die Berechnung eines der bei-
den Gebiete erfolgt.



sowieso feinere, innere Modell abdeckt.® Es mufl nun allerdings noch dafiir ge-
sorgt werden, da8 an den Schnittstellen der beiden Modelle eine Ubertragung von
Informationen vom einen Gebiet in das jeweils andere erlaubt wird. Beriicksich-
tigt man dabei nur Einfliisse der dufleren Bereiche auf das zentrale, innere Gebiet,
so spricht man von Finfacher Nestung oder Einweg-Nestung. Sollen auch Riick-
wirkungen des inneren Bereiches auf das gesamte, grobere Modell in Betracht
gezogen werden, handelt es sich um ein System mit Zweiwege-Nestung.

An dieser Stelle sei nun noch ein kurzer Ausblick auf die folgenden Kapitel ge-
stattet:

e Im Kapitel 2 werden zunéchst die wichtigsten, fiir den weiteren Verlauf be-
notigten numerischen Grundlagen zusammengestellt. Unter anderem wird
dabei auch der wichtige Begriff der Courantzahl eingefiihrt.

e Im Kapitel 3 werden die verschiedenen numerischen Methoden zur Behand-
lung offener und genesteter Rénder von Simulationsgebieten eingefiihrt.

e Nachdem jetzt sdmtliche benétigten Begriffe und Methoden bekannt sind,
erfolgt im Kapitel 4 nun eine eingehende analytische Behandlung des Ver-
haltens von Wellen am offenen und genesteten Rand.

e Die im Kapitel 4 erlangten theoretischen Kenntnisse iiber das Verhalten von
Wellen am offenen und genesteten Rand verlangen nun nach einer Verifizie-
rung am numerischen Modell. Hierzu werden im Kapitel 5 zunéichst die ver-
wendeten Modelle, ein eindimensionales Flachwassermodell sowie das kom-
plexe, dreidimensionale KAMM (K arlsruher Atmosphérisches M esoskali-
ges Modell), vorgestellt und auf zu beachtende Besonderheiten in der Hand-
habung dieser beiden Modelle hingewiesen.

e Das meteorologische Modell KAMM ist in der Programmiersprache FOR-
TRAN realisiert. Normalerweise dient es lediglich der Simulation abge-
schlossener, also voneinander unabhéingiger Gebiete. Um die Einrichtung
von genesteten Gebieten zu ermoglichen, bedarf es deshalb einer geringfiigi-
gen Ergénzung des Hauptprogrammes sowie einiger zusétzlicher Unterpro-
gramme. Im Kapitel 6 folgt ein mit Erlauterungen versehener Abdruck der
Modifizierungen des Programmtextes.

e Das abschlieBende Kapitel 7 liefert die mit dem einfachen Flachwassermo-
dell sowie dem komplexeren meteorologischen Modell KAMM erzielten Re-
sultate. Nach einer separaten Untersuchung der verschiedenen Stromungs-
parameter erfolgt als Test fiir das Zusammenwirken sémtlicher Bestandteile
des Modelles ein realitéitsnahes Beispiel: die Uberstrémung einer Bodenwel-
le.

3 Auf einem Parallelrechner brichte ein solches Vorgehen iiberhaupt keinen Vorteil, da durch
Verringerung der Zahl der Gitterpunkte des groberen Modells die Synchronisierung beider Kno-
ten verlorenginge.
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2 Numerische Methoden

In diesem Kapitel werden zundchst die wichtigsten, fiir den weiteren Verlauf
bendtigten numerischen Grundlagen zusammengestellt. Unter anderem wird dabes
auch der wichtige Begriff der Courantzahl eingefiihrt.

2.1 Differenzenverfahren

Eine allgemeine prognostische Gleichung einer eindimensionalen Funktion f(z,t)
sei von folgender Form:

% = fet <:C,t,f,

of o0°f
gl ) ()

aix’@,...

Zur numerischen Behandlung dieser Differentialgleichung wird zunéchst der De-
finitionsbereich der Funktion mittels eines Gitters konstanter Schrittweite dis-
kretisiert. Dieses Verfahren erfordert nun die Ersetzung der Differentiale durch
Differenzenquotienten. Dabei finden zwei Moglichkeiten Verwendung;:

e Einseitige Differenzen

e Zentrierte Differenzen

2.2 Einseitige Differenzen

Die Bildung einseitiger Differenzen erfolgt unter Verwendung zweier auf der
Raum- oder Zeitachse nebeneinander liegenden Funktionswerten. Fiir die Ab-
leitung einer Funktion f nach der Zeit folgt z.B.

df St =
a At 2)

Der Ubersichtlichkeit halber wird eine Indexschreibweise verwendet. f* bedeutet
den Wert der Funktion f am Punkt mit der Koordinate x = i Az zur Zeit t =
n At.

Die Bildung einseitiger Differenzen hat gegeniiber dem Differential eine grofite
Abweichung linearer Ordnung O(t), was bei Bildung der zugehorigen Taylor-
Entwicklung ersichtlich ist [Bronstein und Semendjajew (1991)]:

flt+At) = f(t) + i{ At + O(A#?) (3)



df  ft+AD = ()
dt At

Bei Verwendung einseitiger rdumlicher Differenzen tritt allerdings das Problem
der Zuordnung des Wertes des Differenzenquotienten zu einem Gitterpunkt auf,
weswegen sie praktischerweise nur bei der Advektion Verwendung finden (Auf-
wind- bzw. Abwindschema).

+ O(At) (4)

2.3 Stabilitiatskriterium

Bei der Advektion 148t sich auch sehr gut zeigen, dafl nicht jede Kombination von
rdumlicher Gitterweite Ax und Zeitschritt At automatisch zu numerisch stabi-
len Losungen fiithrt. Es ist vielmehr zu beachten, dafi sich mit Phasengeschwin-
digkeiten ¢ > Ax/At fortbewegende Strukturen vom numerischen Modell nicht
mehr korrekt erfaBt werden konnen. Dies fithrt zu dem sogenannten Courant-
Stabilitétskriterium (manchmal auch: Courant-Friedrichs-Lewy-Stabilitatskrite-
rium). Der Betrag der Courant-Zahl Cou = cAt/Ax [Davies (1983), Kantha et
al. (1990), Lehmann (1993)] ist demzufolge nach oben hin begrenzt:

At
c—

Az =1 (5)

Die Abbildung 1 stellt einen Schnitt durch den aus dieser Aussage resultierenden
,Ausbreitungskegel“ dar: Nur die innerhalb dieses — rdumlich zu verstehenden
— Kegels verlaufenden Trajektorien gehéren zu numerisch stabilen Lésungen der
zugrundeliegenden Differentialgleichung.

2.4 Zentrierte Differenzen

Zentrierte Differenzen iiberspannen jeweils zwei Gitterpunkte und sind von qua-
dratischer Genauigkeit in der Variablen, nach der abgeleitet wird. Sie stellen den
Wert der betreffenden Ableitung am mittleren Punkt dar, auch wenn dessen ei-
gener Funktionswert nicht unbedingt selbst in die Differenzenbildung eingehen
muf}. Zentrierte Differenzen sind also den einseitigen vorzuziehen:

df frt— et
a | 2A¢ (6)

2.5 Abschneidefehler

Die Ersetzung eines infinitesimalen Differentials df/d¢ durch einen Differenzen-
quotienten stellt selbstverstéindlich nur eine Approximation dar. Zwangslaufig
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2
c
Ax
c= =z
Zeit 1 i At
c=—%7
At
At
0
Az
1
-3 -2 -1 0 1 2 3
Ort

Abbildung 1: Schnitt durch den Ausbreitungskegel (wegen der Beschrankung auf
|Cou| < 1)

muf} deshalb ein mehr oder weniger ausgepréagter Unterschied zwischen der Néhe-
rung und dem tatséchlichen Wert bestehen. Diese Differenz wird als Abschnei-
defehler bezeichnet und tritt gleichermafien bei der Verwendung einseitiger wie
zentrierter Differenzen auf. Zur Darstellung des Abschneidefehlers wird eine steti-
ge Funktion f(x) in ihre Taylor-Reihe entwickelt, die allerdings bereits nach dem
quadratischen Term abgebrochen wird [Bronstein und Semendjajew (1991)]:

df 1d%f 9
f(x+Az):f(x)+£Ax+§@(A:r) +... (7)
Nach dem Differential df/dz aufgelost, ergibt sich ein im Punktegitter anwend-
barer Ausdruck mit einseitigen Differenzen, der in den Modellrechnungen anstelle

dieser Ableitung verwendet werden kann:

Af  fo+Az)—f(@) 1&f fla+Ax) — f(x)
i A Ty AR Ax (8)

Der bei der Approximation vernachldssigte Term (im wesentlichen handelt es
sich dabei um —d?f/dz? Az/2) stellt dann den sogenannten Abschneide- oder
Abbruchfehler bei der Diskretisierung des Differentialoperators df/dz dar.

Direkt am Rand muf} zur Diskretisierung der rdumlichen Ableitung im Rahmen
der Advektionsgleichung auf einseitige Differenzen zuriickgegriffen werden; zen-
trierte Differenzen erforderten in diesem Fall ndmlich auch den Zugriff auf aufler-



halb des Integrationsgebietes liegende Gitterpunkte. Eine mogliche Differenzen-
form von 0f /0t = —cdf/Ox ist dann gegeben durch

of flz+ Az) - f(z)
E Ax (9)

Die Implementierung der Zeitableitung 0f /0t bereitet demgegeniiber keine der-
artigen Probleme, weil dafiir zentrierte Differenzen mit geringerem Diskretisati-
onsfehler (quadratisch in At bei At — 0) zur Verfiigung stehen. Der Differen-
zenquotient [f(x + Ax) — f(x)]/Ax 1aBt sich durch Entwicklung in die ersten
Glieder der Taylor-Reihe (7) n&herungsweise als Funktion der kontinuierlichen
(partiellen) Ableitungen Of/0t, 0*f/0t?, ...schreiben:*

fle+Az)— f(x) Of 1 0% f
Ay _875+§WA x+. (10)

Die Ableitungen sind dabei an einem inneren Punkt des Intervalles [z, z + Ax]
zu berechnen. Aus (9) und (10) folgt dann die kontinuierliche Entsprechung der
diskretisierten Advektionsgleichung mit einseitigen rdumlichen Differenzen:

of of ¢ O0f*?
ot o or 2 0z Av (11)

2.6 Verringerung der Phasengeschwindigkeit durch nu-
merische Approximierung

Stellvertretend fiir komplexere zu diskretisierende partielle Differentialgleichun-
gen sei eine reine Advektionsgleichung geméfl df /0t + cdf/0x = 0 vorgegeben.
Unter Verwendung zeitlich wie rdumlich zentrierter Differenzen fithrt dies zu der
Differenzengleichung

= 1+CA73:( = fit) =0 (12)

Es bietet sich ein Wellenansatz der Form f(x,t) = f expli (wt — k)] an. Setzt
man dies in die diskretisierte Gleichung ein, ergibt sich [Paschen (1980)]

fel [w(t+At)—kz] fel [w(t—At)—k ] 4= At (f ei wt—k (z+Az)] fei [wt—k (I—A:r)]) -0
Ax
(13)

4Alternativ dazu kidme auch die Verwendung einer geeigneten Restgliedformulierung unter
Berticksichtigung von einschligigen Mittelwertsdtzen in Betracht.
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eiwAt o e—iwAt At e—ikAx o eikA:L‘

21 TOAL 21

=0 (14)

At
sin(wAt) — ¢ Ay sin(k Az) =0 (15)
Diese Gleichung 148t sich nach der Winkelgeschwindigkeit w auflésen, wodurch
sich wegen w = ¢k gleichzeitig ein Ausdruck fiir die Phasengeschwindigkeit ¢’
nach durchgefiihrter Diskretisierung ergibt:

wAt = arcsin [cit sin(k Am)] (16)

Xz

= —— arcsin

At
AT ¢ — sin(k Az)

Az

(17)

In die Wellenzahl k = 27 /X geht die Wellenldnge A ein, die nun geméf A = n Ax
in relativen Einheiten n auf die Gitterweite Ax bezogen werden soll:

,  nAx _ ( At 27TAQ:> (18)
¢ = gy aresin (¢ sin —
Cou' = - arcsin (Cou sin 27T) (19)
2T n

Dabei stellt Cou’ = ¢ At/Axz die nach erfolgter Diskretisierung herrschende
Courant-Zahl dar, deren Pendant C'ou entsprechend die Courant-Zahl des konti-
nuierlichen Systems.

Eine auf das Gitterpunktraster projizierte Welle erleidet demnach eine Verénde-
rung ihrer Phasengeschwindigkeit dahingehend, daf§ in Abhéngigkeit von ihrer
Wellenléinge — genauer: der auf die Gitterweite Az bezogenen relativen Wel-
lenlédnge — die Wellen langsamer werden. Fiir 2-A-Wellen mit A = 2 Ax (oder in
relativen Einheiten n = 2) verschwindet ¢’ sogar ganz; zu grofleren Wellenldngen
hin nimmt die Verringerung der Phasengeschwindigkeit in ihrer Intensitét ab.

Nur bei Courant-Zahlen C'ou in der Néhe von Eins bleibt die urspriingliche Pha-
sengeschwindigkeit nahezu erhalten. Fiir Cou = 1 gilt ndmlich

2 2 2
Cou' = QE arcsin (C’ou sin W) = 2i arcsin (sin W) = Qi 2T 1= Cou
™ n T n T n
(20)

Dabei muf3 allerdings der Fall n = 2 ausgeschlossen werden, fiir den auch weiterhin
Cou' = 0 resultiert.
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Auf das Problem der Nestung zweier Gebiete mit unterschiedlicher raumlicher
Auflésung iibertragen, bedeutet das, dal die Phasengeschwindigkeit beider Be-
reiche zwar der wahren, im Kontinuum bestehenden Geschwindigkeit nachhinkt;
weil diese Geschwindigkeitsverminderung bei geringer relativer Wellenldnge am
grofiten ist, fithrt dies zum Auftreten einer Geschwindigkeitsdisparitédt der bei-
den Gebiete gegeneinander. Eine identische Anfangsgeschwindigkeit wird durch
die ungleiche rdumliche Auflésung in Form der Gitterweite Ax dahingehend mo-
difiziert, daB sich im feinskaligen inneren Gebiet die Wellen schneller fortbewegen
konnen als im &ufleren, umfassenden Gebiet mit dementsprechend gréberer Ma-
schenweite. Dies hat zur Folge, dafl von auflen in das eingebettete feinere Modell
eindringende Wellen beim Ubergang eine Beschleunigung erfahren, so daf8 sich
mit zunehmander Entfernung von dieser Schnittstelle eine gleichermafien anwach-
sende Phasendifferenz gegeniiber der im grobskaligeren Gebiet weiterhin mitlau-
fenden Welle herausbildet. Bei der gewohnlichen, nur in einer Richtung (ndmlich
von auBen nach innen) erfolgenden Nestung ist dieser Effekt zwar unerwiinscht; er
stellt aber vor allem bei zusétzlich zugelassener Riickkoppelung (von innen nach
auBen) ein Problem dar, wenn eine durch das gesamte innere Gebiet hindurchlau-
fende Welle anschlielend wieder nach auflen tritt und dabei mit der langsameren,
im gréoberen Modell parallel dazu verlaufenden Welle rekombiniert wird, wobei es
zu Interferenzerscheinungen kommt, weil die Kohérenz beider Wellenziige nicht
mehr gegeben ist.

In flichenhaften Simulationsgebieten erfolgt beim Ubergang zwischen den Ge-
bieten mit unterschiedlicher Gitterweite Az aufgrund der damit verbundenen
voneinander verschiedenen Phasengeschwindigkeiten in Analogie zur Optik eine
Brechung des Wellenvektors in der Einfallsebene zum Lot hin oder vom Lot weg
— je nach Richtung des Ubertritts vom dichteren bzw. diinneren Medium, wobei
in diesem Sinne das innere Gebiet mit der eigentlich grofleren Gitterpunktdichte
als ,optisch diinner“ bezeichnet werden muB, um die begriffliche Ubereinstim-
mung beizubehalten (das diinnere Medium zeichnet sich im allgemeinen durch
eine grofere Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen aus).

2.7 Interpolation bei Gitternetzen mit unterschiedlicher
Maschenweite

Bei der Nestung ist ein mit einem feineren Gitternetz iiberzogenes Gebiet in
ein wesentlich grofleres, aber mit geringerer rdaumlicher Auflésung, d.h. grofle-
rem gegenseitigen Abstand der Diskretisierungspunkte versehenes, eingebettet.
Gewdhnlich erfolgt die Verkniipfung beider Gebiete an ihrer gemeinsamen Ver-
bindungsfliche in der Weise, dafl zwar Einfliisse von auflen auf das genestete
Gebiet zugelassen werden, aber neben diesem Antrieb des feinskaligen Modelles
durch das umfassende grobskaligere keine Ubergiinge in umgekehrter Richtung
stattfinden sollen, also Riickkoppelung nicht erlaubt ist.

12



Eine von auflen kommende Welle wechselt dann an der Schnittstelle auf ein Ge-
biet mit einer grofleren Dichte der Diskretisationspunkte, wobei an den zusétzlich
hinzukommenden Stiitzstellen die Funktionswerte in geeigneter Weise interpoliert
werden miissen. Beim verwendeten Modell KAMM (eine Beschreibung desselben
folgt in Kapitel 5) sind iiblicherweise im genesteten Gebiet pro Léngeneinheit
gerade doppelt so viele Gitterpunkte vorhanden wie im grobmaschigeren, dafiir
aber den gesamten Simulationsbereich iibergreifenden. Das Verhéltnis der Git-
terweiten beider Gebiete zueinander betrdgt dann Az/Az = 2, und zwischen
jeweils zwei Punkten zy und z; = xo + Ax des duleren Gebietes, an denen Werte
fo := fo bzw. fi := f1 bekannt sind, liegt mittig genau ein weiterer Punkt des
genesteten Gebietes, dessen Funktionswert f; /o noch festzulegen ist. Am einfach-
sten geschieht dies durch lineare Interpolation gemif f, = « fo+ (1 —«) f1, wobei
hier wegen der Lage des zu interpolierenden Punktes genau in der Mitte zwischen
den beiden Stiitzstellen @ = 1/2 gewahlt werden muf. Die lineare Interpolation
stellt dann nichts anderes dar als eine gewohnliche arithmetische Mittelung zweier
Funktionswerte [Shapiro (1978)]:

f1/2:;f0+(1—;) flI;(fO‘i‘fl):f (21)

Eigentlich wiirde man beim Ubergang einer Welle von einem gréberen Gitter auf
ein feineres mit zusétzlich hinzukommenden Stiitzstellen, an denen die Funktion
diskretisiert ist, keinerlei Informationsverlust erwarten, weil siamtliche Diskretisa-
tionspunkte des &ufleren Modelles doch im genesteten Gebiet ebenfalls vorhanden
und auch mit identischen Werten besetzt sind. Tatséchlich erfahren die Wellen
aber eine Modifizierung ihrer Amplitude sowie im allgemeinen Fall auch eine
Phasenverschiebung gegeniiber der im alles umfassenden, groberen Gitternetz
mitlaufenden Originalwelle. Um dies zu zeigen, sei der Funktionsverlauf einer be-
liebig gearteten Welle in die dazugehorigen Fourierkomponenten zerlegt. An den
Diskretisationsstellen gilt dann (mit den Wellenzahlen k, und den Phasenver-
schiebungen ¢,,):

fO = Z fn Sin<kn To + (-Pn) (22)

fi = Z fn sin(k, x1 + @) = Z sinfk, (zo + Az) + ¢y)] (23)

Aus diesen Werten an den Stiitzstellen 2y und z; = zo+ Ax 148t sich anschlieSend
der interpolierte Wert f1/o = 1/2(fo + f1) ermitteln:

<Z Fo sin(ky 20 + ©n) + > fo sinfky, (zo + Az) + <pn]>

N —

fipg =
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)
R k., A k
Y fn {ll—ircos <2 "2 x)] sin(k, xg + @) + sin (2 "2
A k, A k, A
> fn [(1 + cos? ”2 T sin? "2 x) sin(ky, xo + ¢n)+

k, Ax k, Ax
5 cos cos(ky, o + ©n)

N = N = DN =

2

2 2
k, Ax

k, Ax k, Ax . )
cos sin(k, xo + pn) + sin

= zn:fnCOST 5

=Y f cos knzAx sin {k‘n (lL‘[) + A;) + (,On}

R kn Az
= > fn cos Tx sin(k, 2172 + ©n)

= Y fT’L sin(k, z1/2 + ¢n)

n

An den zusétzlich hinzugekommenen Gitterpunkten wird die Welle demnach nur
mit um den Faktor ﬁ’l / fn = cos(k, Ax/2) gedampfter Amplitude {ibernommen.
Die Dampfung ist im Bereich der kiirzesten Wellen besonders ausgepriagt. Die
sogenannten 2-A-Wellen, deren Wellenldnge A\ = 2 Ax gerade der doppelten Git-
terweite entspricht, verschwinden wegen k = 27/\ = 27 /(2 Az) = 7/Ax und
cos(k Az/2) = cos(m/2) = 0 sogar ganz. Es mufl an dieser Stelle betont werden,
da demgegeniiber an den gemeinsamen, in beiden Gebieten vorhandenen Stiitz-
stellen selbstversténdlich keine derartige Dédmpfung der Amplitude auftritt (dort
wird ja zu jedem Zeitpunkt der Funktionswert des duleren Gebietes vollstéandig
tibernommen). Folglich wird durch diesen Effekt der zu iibertragenden Original-
welle eine stehende 2-A-Welle mit der Amplitude |f, — | = f, [1—cos(kn Az/2)]
iiberlagert. Diese storende Oszillierung 148t sich nur durch zusétzliche Anwendung
von geeigneten Glattungsoperatoren vermeiden, welche die davon am starksten
betroffenen kiirzesten Wellen aus dem Spektrum der Wellenlédngen herausfiltern
und somit unschédlich machen.

2.8 Lineare Interpolation in der Ebene

Sei in Erweiterung der eindimensionalen linearen Interpolation ein dquivalentes
Gitternetz in der Ebene vorgegeben. Der Punkt (z,y) liege innerhalb eines durch
die vier Eckpunkte (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1) aufgespannten Quadrates (0 <
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x,y < 1). Sein Funktionswert soll in Abhéngigkeit von den Werten an diesen
Stiitzpunkten ausgedriickt werden. Im eindimensionalen Fall (0 < z < 1 mit den
Stiittzwerten f(0) und f(1)) berechnet sich der gewichtete Mittelwert zu

f(@) = a0 f(0) + a1 f(1) = (1 =) f(0) + = f(1) (25)

Die auftretenden Gewichte «; ergeben in ihrer Summe ay + oy = (1 — 2) +
x = 1. Dieses Resultat 148t sich ohne weiteres auf den zweidimensionalen Fall
iibertragen, wenn dabei die x- und y-Koordinaten zunéchst separat behandelt
werden:

flz,y) = (1—2) f(0,y) +x f(1,y)
= (1-=2)[(1-y) f(0,0) +y f(O,)] +x[(1 —y) f(1,0) +y f(1,1)]
= (I-2)(1-y)f(0,0)+(1—=2)y f(0,1)+z(1—y) f(1,0) +zy f(1,
0

)

= QOppo f( ,O) + &071 f(O, 1) + Q1.0 f(l, O) + Oél,l f(l, 1) (26)

Zur Kontrolle kann wieder die Summe der Gewichte o; ; herangezogen werden,
die genau wie im eindimensionalen Fall wieder Eins ergeben mufi:

apotapritaigtar; =(1—z)(1-y)+(1—2)y+ax(l—y)+zy=(1—z)+z =1
(27)
Bis jetzt erfolgte die Betrachtung anhand eines idealisierten Gitternetzes mit iden-
tischen, auf Eins normierten Punkteabsténden in beiden Koordinatenrichtungen.
Nun sollen unterschiedliche Gitterweiten in z- und y-Richtung zugelassen werden,
die zusitzlich beliebige Werte annehmen koénnen.” Das Eingangsproblem stellt
sich dann in leicht abgewandelter Form wie folgt dar: Ein Punkt mit den Koor-
dinaten (z,y) liegt innerhalb des von den vier Punkten (xo,y0), (z0,41), (1,%0)
und (z1,y1) aufgespannten Rechteckes; sein Funktionswert f(z,y) ist linear zu
interpolieren, d.h. in Abhéngigkeit von den Werten an den vier Stiitzpunkten
darzustellen. Um diesen erweiterten, allgemeinen Fall zu behandeln, bedarf es
lediglich einer (wiederum linearen) Variablentransformation. Die Koordinaten x
und y sind dabei in Gleichung (26) durch die folgenden Ausdriicke zu ersetzen:

r — Xy
€T =
1 — T
Y — Yo
y = (28)
Y1 — Yo

®Derartig verallgemeinerte Gitternetze sollen im Hinblick auf Kapitel 6, wo die programmier-
technische Realisierung genesteter Gebiete im Mittelpunkt steht, ausdriicklich erlaubt sein.
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Diese Ersetzung ist notwendig, damit die modifizierten Koordinaten auf das nor-
mierte Einheitsquadrat (0,0)—(1,1) abgebildet werden. Die Gleichung (26) lautet
schlieBlich

flz,y) = (1— x_"%) (1_9_%) f(o,o)+(1— x_%) Y= #0,1) +

Tr1 — T Y — Yo Y1 — Yo

T — X Y—Yo r—2xo Y—Y
+$1 — Zo (1 - Y1 —y0> f(LO) * L1 — %o Y1 — Yo f(l’l)
(21— 2) (1 = y) J(0,0) + (21 =) (y = 30) F(0.1) |
(1 —0) (y1 — %)
L@ w0) (=) F(L0) + (@ = 20) (y — o) (1, 1)
(21— 20) (Y1 — v0)

1 — X

= CY070 f(O, O) + 04071 f(O, 1) + aq.0 f(l, O) + 01171 f(]_, 1)
Die Kontrollberechnung der Summe der Gewichte «; ; ergibt wieder
Goo+ o + 1o+ ary = (r1 — ) (1 —y) + (21 — 2) (Y — o)
(21— 20) (Y1 — W0)
(z — o) (11 — yo) + (z — o) (Y — o)
+
(5171 - iUo) (yl - yo)
_ (1 —2) (11 — yo) + (. — x0) (11 — Yo)
(21— 20) (y1 — Wo)
— (ml - 370) (yl - yO) — 1 (30)

(21— 20) (Y1 — W0)

Folglich kann die vorgeschlagene Erweiterung der linearen Interpolation auf den
zweidimensionalen Fall ohne weiteres zur Anwendung gelangen. Jedem beliebi-
gen Punkt einer Gitternetzebene (der nicht notwendigerweise selbst einen Gitter-
punkt darstellen muf, obwohl dieser Fall natiirlich auch zugelassen ist) konnen
so in eindeutiger Weise vier benachbarte Gitterpunkte zugeordnet werden, deren
Anteil am Funktionswert des ausgewéhlten Punktes sich aus dem Verhéltnis der
gegenseitigen Absténde zu diesen Referenzpunkten ergibt.
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3 Offene Rinder und genestete Gebiete

In diesem Kapitel werden die verschiedenen numerischen Methoden zur Behand-
lung offener und genesteter Rinder von Simulationsgebieten eingefiihrt. Die dabei
im folgenden durchweg angewandte Bezeichnung der Werte an den einzelnen Git-
terpunkten des Randbereiches ist der Abbildung 2 zu entnehmen. Der Index b soll
in Anlehnung an die Literatur stets dem Randwert (engl. boundary ) vorbehalten
sein.

b—4 b—2 Jo Jor2 Jota
$ 4+ ¢ 4+ & & o
+ o+ o+ o+
- & + & + @ o o
e Gitte & Tttt o+
$ + & 4+ & & o
+ o+ o+ o+
$ 4+ ¢ 4+ S & &

fb74 fbe fb72 fbfl fb

Abbildung 2: Verwendete Notation im Randbereich des genesteten Gebietes

3.1 Numerische Behandlung offener Rinder
3.1.1 Extrapolation

Am Randpunkt mit der Ortskoordinate x; kénnen die prognostischen Gleichun-
gen in Differenzenform nur mit einseitigen Differenzen angewandt werden. Diese
spezielle Behandlung am Rand des Modellgebietes erfordert aber zuséitzlichen
Programmieraufwand. Eine einfachere Behandlung des Randproblems besteht
deshalb darin, den Funktionswert am Rand, der aus dem eben genannten Grund
nicht iiber die prognostischen Gleichungen berechnet werden kann, mithilfe der
Funktionswerte an den benachbarten Punkten weiter innen zu ermitteln. Dies
geschieht am einfachsten durch Extrapolation der Funktionswerte vom Inneren
des Gebietes her.

ZLH = fl:il (31)
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Falls f, einen konstanten Wert annimmt, z.B. f, = 0, so bedeutet dies bei rei-
nen Wellensystemen Knoten einer stehenden Welle (durch Uberlagerung zweier
gegenlaufiger Wellen) am Rand, was zu vollstédndiger gegenphasiger Reflexion
fithrt, die nicht wiinschenswert ist. Wird dagegen

p = (32)

gewahlt, also zu jedem Zeitpunkt dem Randpunkt der Funktionswert des einen
Schritt weiter innen liegenden Punktes zugeordnet, ist die Ableitung der Funk-
tion am Rand df/dz = 0, und es liegt ein Extremum von f vor. Eine dqui-
valente Beschreibung hinsichtlich eines Wellensystems wére in diesem Fall ein
offener Rand mit vollstdndiger gleichphasiger Reflexion. Dieser Zustand ist eben-
falls nicht befriedigend. Gesucht wird demnach eine genauere Extrapolation, bei
der auch Funktionswerte von weiter innen liegenden Punkten zur Verwendung
kommen. Soll zu einem festen Zeitpunkt nur in der Ortskoordinate extrapoliert
werden, so bietet sich dafiir beispielsweise ein ganzrationales Interpolationspoly-
nom an. Die Anzahl k der verwendeten Stiitzpunkte bestimmt den Grad k — 1
des Polynoms. Als Stiitzwerte werden die Funktionswerte der vom Randpunkt
aus gelegenen k néchsten Punkte des Gebietes zu dem gewéhlten Zeitpunkt ver-
wendet. Das auf diese Art gebildete, eigentlich zur Interpolation von Funktions-
werten gedachte Polynom wird darauthin zur Extrapolation des Funktionswertes
am Randpunkt verwendet. Die folgende Zusammenstellung listet die Ergebnisse
der Polynome niedrigster Ordnung auf.

Extrapolation mit konstantem Wert (entspricht Polynom nullter Ordnung):
= g (33)
Lineare Interpolation (mittels Polynom erster Ordnung):

n+1 — 2fn+1 n+1 (34)

Quadratische Interpolation (mittels Polynom zweiter Ordnung):

l;"b-‘rl — 3fn+1 _ 3fn+1 fn-‘rl (35)

Kubische Interpolation (mittels Polynom dritter Ordnung):

n+1 — 4fn+1 6fn+1 4 4fn+1 nj;ll (36)

Zur raschen Uberpriifung der Auswirkungen der verwendeten Randbedingung
bietet sich ein einfaches Modell an, das auf der Wellengleichung
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beruht und deshalb nur Lésungen in Form von sich mit der konstanten Geschwin-
digkeit ¢ ausbreitenden Wellen enthilt.® Es liegt keine bevorzugte Ausbreitungs-
richtung vor, so dafl bei Auftreten einer Storung sich gleichermafien nach bei-
den Seiten hin Wellen ausbilden. Dieses einfache hyperbolische System ist hochst
empfindlich gegeniiber der Wahl der Randbedingungen. Wird die Behandlung
der Rénder des Gebietes nicht sorgfiltig genug durchgefiihrt, so kann eine mehr
oder weniger bedeutende reflektierte Welle auftreten. Fiir die numerische Uber-
priifung der Randbedingungen anhand dieses einfachen Systems kommt folgen-
de, aus der kontinuierlichen Wellengleichung abgeleitete Differenzengleichung zur
Verwendung:

(37)

, At? (

ntl g pn oy ognel 2 20
f’L fl+fl CAxQ

Ty =200+ ) (38)
Mit Cou = ¢ At/Ax ergibt sich nach Umformung zu einer prognostischen Glei-
chung

=2 f = 17 Cou® (fla =21+ i) )

Als Ergebnis dieser Simulation zeigt sich, daf reine raumliche Extrapolation, d.h.
Bildung des Funktionswertes am Randpunkt zu einem bestimmten Zeitpunkt als
Linearkombination der Funktionswerte desselben Zeitpunktes von benachbarten
Gitterpunkten weiter innen immer zu vollstdndiger Reflexion unter Beibehaltung
der Amplitude einer von Inneren zum Rand hin einfallenden Welle fiihrt. Ist das
verwendete Interpolationspolynom von gerader Ordnung, so erfolgt die Reflexion
in Phase; wird hingegen mit einem Interpolationspolynom ungerader Ordnung ex-
trapoliert, dann kehrt sich die Phase um. Da ein System betrachtet wird, bei dem
die Orts- und die Zeitkoordinate iiber die konstante Phasengeschwindigkeit ¢ fest
miteinander verbunden sind (anderenfalls konnte keine Propagation auftreten),
wird eine Form der Extrapolation zu bevorzugen sein, bei der zur Linearkom-
bination die Funktionswerte sowohl an verschiedenen nebeneinander liegenden
Gitterpunkten als auch zu unterschiedlichen aufeinander folgenden Zeitpunkten
Verwendung finden. Diese Verbindung von réumlich weiter innen liegenden Git-
terpunkten und den dortigen, zeitlich zuriickliegenden Funktionswerten ist hin-
sichtlich des zusétzlich bendtigten Speicherplatzes fiir einige frithere Zeitpunkte
gemaf folgendem Schema praktikabel:

6 Auf dieser Gleichung beruht auch das Flachwassermodell, auf das in Kapitel 7 mehrfach
Bezug genommen wird; eine ausfiihrlichere Beschreibung dieses eindimensionalen Modelles folgt
in Kapitel 5; hier soll daher diese knappe Einfithrung gentigen.
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b =k S R S R i+ (40)

Der Funktionswert am Randpunkt x; soll von derselben Gréflenordnung sein wie
die Funktionswerte der Gitterpunkt im Inneren des Gebietes. Aus diesem Grund
muf fiir die reellen Vorfaktoren k; gelten:

Ski=ki+ktk+...=1 (41)

()

Diesem Schema liegen folgende Uberlegungen zugrunde:

e Es diirfen in der linearen Kombination nicht die Funktionswerte eines Git-
terpunktes zu verschiedenen Zeitpunkten nebeneinander auftauchen, weil
dadurch die strenge Kausalitét des prognostischen Systems, das im Inneren
des Gebietes Geltung findet, verletzt wiirde.

e Das System im Inneren 148t die Propagation von Wellen mit konstanter Ge-
schwindigkeit zu; folglich besteht ein Zusammenhang zwischen Funktions-
werten, deren zeitlicher und rdumlicher Abstand in einem festen Verhéltnis
zueinander stehen.

In den niedrigsten Ordnungen ergeben sich im einzelnen die folgenden Linear-
kombinationen. Die Koeffizienten und deren Vorzeichen sind dabei jeweils von
den entsprechenden Gleichungen (33)—(36) tibernommen worden. Geéndert hat
sich im Vergleich dazu lediglich, dal nun mit jedem Schritt vom Randpunkt weg
zugleich auch ein Zeitschritt zuriick stattfindet. Dadurch erhélt die Extrapolation
einen advektiven Charakter. Man kénnte deshalb also auch von einer ,,diagonalen
Extrapolation® im z-t-Raum sprechen — zuvor beschriankte sich die Extrapolation
hingegen lediglich auf die Ortskoordinate. Zur Verdeutlichung mag hierbei noch
einmal die Abbildung 1 (Seite 9) dienen.”

Extrapolation mit konstantem Wert (entspricht Polynom nullter Ordnung):

1?“ - fl?—l (42)

Lineare Extrapolation (mittels Polynom erster Ordnung):

I;ZH = 2fl?—1 - 1?—_21 (43)

"Dieses Vorgehen steht iibrigens in engem Zusammenhang mit der im weiteren Verlauf die-
ses Kapitels noch zu besprechenden Strahlungsrandbedingung und entspriiche in der dortigen
Terminologie einer Erweiterung der Fille mit (festen) Courantzahlen Cou = 0 bzw. |Cou| = 1
auf mehrere Gitterpunkte.
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Quadratische Extrapolation (mittels Polynom zweiter Ordnung):

ST =3 =3+ (44)

Kubische Extrapolation (mittels Polynom dritter Ordnung):

T =A -6 S A - (45)

Die Simulation mit einer reinen Wellengleichung zeigt auch in diesem Fall hin-
sichtlich der Phasenverschiebung dieselben Ergebnisse wie oben. Bei Verwendung
einer ungeraden Anzahl von Stiitzstellen zur Interpolation erfolgt gleichphasige
Reflexion, wohingegen im anderen Fall eine Welle gegenphasig reflektiert wird.
Allerdings tritt jetzt zusétzlich eine Verringerung der Amplitude der reflektierten
Welle und damit eine Dampfung auf. Dabei richtet sich die Stéarke dieser Damp-
fung nach der Anzahl der bei der Interpolation verwendeten Stiitzstellen. Die
Hinzunahme jeder weiteren zusétzlichen Stiitzstelle verbessert die Ddmpfung um
einen Faktor r. Der genaue Wert dieses Faktors hdngt von den numerischen Kenn-
grofien der Simulation ab. Wie zuvor schon gezeigt, d&ndert sich bei rein rdaumlicher
Extrapolation mit einem konstanten Wert die Amplitude der reflektierten Welle
gegeniiber der zum Rand hin einfallenden Welle nicht. In diesem Fall ware die
Zahl der verwendeten Stiitzstellen k& = 1. Wird mithilfe von k Stiitzstellen ein
Interpolationspolynom k—1-ten Grades gebildet und damit die Extrapolation des
Funktionswertes am Randpunkt durchgefiihrt, so gilt fiir die dadurch erhaltene
Démpfung R(k) in Form des Verhéltnisses der Amplituden von reflektierter und
einfallender Welle demnach n&herungsweise folgende Formel:

R(k) ~ r*! (46)

Durch die Hinzunahme weiterer Stiitzstellen bei der Bildung des Interpolations-
polynoms kann die Dampfung also erheblich verbessert werden. Jedoch wird die
geringere Reflektivitdt des Randes mit einem enormen zusétzlichen Speicherbe-
darf erkauft. Sinnvollerweise wird man die Vor- und Nachteile abwéigen und einen
verniinftigen Kompromify schliefen miissen. Eigentlich geniigt schon eine gerin-
gere Reduktion der Amplitude der reflektierten Welle, wenn man davon ausgeht,
dafl die Welle am anderen Ende des Gebietes in derselben Weise geddmpft wird.
Durch mehrfaches Durchlaufen des Gebietes wird die Amplitude der hin- und
herlaufenden Welle mit der Zeit ebenfalls beliebig gut vermindert.

Oben wurden hinsichtlich der Extrapolation zwei Extreme betrachtet. Bei rein
zeitlicher Extrapolation mit einem konstanten Wert gemif fi'™' = f7* wird ei-
ne zum Rand hin laufende Welle unter Phasenumkehr vollstdndig ins Innere
zuriickreflektiert, d.h. gespiegelt. Rein rdumliche, konstante Extrapolation iiber

b = f4L fiihrt hingegen zu einer Reflexion unter Beibehaltung der Phase
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der Welle. Diese beiden Ergebnisse sind selbstverstéindlich keinesfalls optimal.
Wiinschenswert ist vielmehr ein Resultat, bei dem die zuriickkehrende Welle —
sofern iiberhaupt existent — gegeniiber der zum Rand hin einfallenden mehr oder
weniger stark geddmpft wird, d.h. eine geringere Amplitude aufweist. Offensicht-
lich muf3 bei Anwendung einer Randbedingung mit Extrapolation eine Linear-
kombination aus zeitlich zuriickliegenden und gleichzeitig rdumlich weiter innen
liegenden Funktionswerten aufgestellt werden:

p=afi+(1—a) i) (47)

Der in dieser Konvexkombination auftretende Koeffizient @ mit dem Wertebe-
reich 0 < o < 1 bestimmt die ,,Erinnerung® des Funktionswertes am Randpunkt
an den Wert einen Zeitschritt zuvor und stellt damit eine Art , Tragheit” des
Randpunktes dar. Bei &« = 0 wird der vorherige Funktionswert komplett ., ver-
gessen, und es erfolgt eine vollstindige Anpassung an den neuen Funktionswert
des Nachbarpunktes. Demgegeniiber veréndert sich der Funktionswert am Rand-
punkt bei @ = 1 iiberhaupt nicht. Welcher Wert fiir o im speziellen Fall zu wahlen
ist, hdngt von der lokal giiltigen Courant-Zahl ¢ At/Ax ab. Gilt ¢ At/Az = 0, ist
also die Stromungsgeschwindigkeit ¢ = 0, herrscht also iiberhaupt keine Fortbe-
wegung, dann ist eine ,,triage” Randbedingung mit o = 1 am geeignetsten. Bewegt
sich das Stromungsmuster hingegen in jedem Zeitschritt um genau einen Gitter-
punkt weiter — was dem Stabilitdtskriterium entsprechend die maximal zuléssige
Geschwindigkeit darstellt —, so ist die Wahl eines , tréagheitslosen Randes mit
a = 0 am besten. Insgesamt besteht zwischen der Courant-Zahl ¢ At/Axz und
dem optimalen Koeffizient « ein linearer Zusammenhang geméaf3

At
— 1" 4
a C N, (48)

Mit diesem, am besten geeigneten Wert fiir o lautet die Extrapolation zur Be-
stimmung des neuen Funktionswertes am Rand

) At AtY .
bHZCE b—+11+(1—0M) Iy (49)

Derartige Linearkombinationen mit vom Stromungszustand abhéngigen und da-

mit variablen Koeffizienten werden im folgenden Abschnitt bei den Strahlungs-
randbedingungen ndher behandelt.

3.1.2 Ausstrahlung

An den seitlichen Randern sollen keine Reflexionen auftreten. Auf den Rand zu-
laufende Gebilde sollen von der Schnittstelle derart verarbeitet werden, dafi sie —

22



wie in Wirklichkeit auch — vollstédndig aus dem Gebiet herauslaufen. Um diesen
Effekt zu erhalten, bietet es sich an, direkt am Rand die prognostischen Gleichun-
gen lokal durch eine reine Advektionsgleichung zu ersetzen. Weil dabei von einer
vollsténdigen ,, Ausstrahlung” des auf den Rand zulaufenden Gebildes ausgegan-
gen wird, spricht man gewohnlich von einer Strahlungsrandbedingung [Durran et
al. (1993), Hedley und Yau (1988), Hedstrom (1979), Israeli und Orszag (1981),
Kantha et al. (1990), Miller und Thorpe (1981), Orlanski (1976), Pearson (1974),
Raymond und Kuo (1984)]

of , of

5t +c e 0 (50)
Zwar existiert im Idealfall keine reflektierte Welle; im stationdren Zustand nach
dem Durchgang eines seitlich begrenzten Gebildes kann sich als zuléssige Losung
der Advektionsgleichung aber ein rdumlich homogener Zustand mit konstanten,
jedoch nicht unbedingt verschwindenden Werten der Modellparameter einstel-
len. Wenn das Modell im Inneren des Gebietes ebenfalls eine derartige rdaumlich
homogene Losung erlaubt (ohne Démpfung durch Reibung), so ist bei der Be-
wertung der Funktionalitét der speziellen Randbedingung auch dieser konstante
Funktionswert zu beriicksichtigen.

Die Phasengeschwindigkeit ¢ am Rand berechnet sich dann zu

_ Of/ot
~0f/ox

(51)

Bei der Differenzenbildung bestehen verschiedene Moglichkeiten; eine Auswahl
davon ist im folgenden aufgefiihrt.

Zeitlich und réaumlich zentriert um ¢ = n At und z,_;:
_ Aw i -
At fi, = 1y

Zeitlich zentriert um ¢ = n At und rdumlich einseitig bei xy:

(52)

n+l _ rn—1
c= _lgfbn—bn (53)
2 At fia— £

Zeitlich zentriert um ¢ = n At und rédumlich einseitig bei x;,_1:

c= _EHM (54)
2 At fits = [t

Zeitlich zentriert um t = (n — 1) At und rédumlich einseitig bei x}_1:
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n n—2
o=y gl (55)
2 At % — 5
Es besteht noch eine weitere Méglichkeit der Berechnung der zeitlich zentrierten
Phasengeschwindigkeit. Die zeitliche Zentrierung des Differenzenquotienten um
n + 1/2 wird durch die Interpolation der Funktionswerte zu den Zeitpunkten n
und n + 1 erreicht:

¢ - 1 nJrln+1 fb n+1 (56)
§(fb+f )—§<fb1+f )
Zeitlich einseitig bei t = (n + 1) At und rédumlich einseitig bei x;_;:
Az ;5 =y b—1 57
“ A7 fn—i—l—n-i-ll (57)
Zeitlich einseitig bei t = n At und raumlich einseitig bei x,_1:
At f b—2 f b1
Zeitlich einseitig bei t = n At und raumlich einseitig bei x:
Az fy =i (59)
A f b
Zeitlich einseitig bei t = (n — 1) At und rdumlich einseitig bei x;_;:
Az fir 1 bn—_11
T 60
N o
Zeitlich einseitig bei t = (n — 1) At und réaumlich einseitig bei xy:
Aﬂf f b l? -
—— 61

Nur bei ¢ > 0 erfolgt eine Bewegung von innen zum Rand hin. Sinnvollerweise
wird man als Phasengeschwindigkeit nur solche positiven Werte zulassen, da ande-
renfalls durch die Randbedingung verursachte Storungen ins Innere des betrach-
teten Gebietes zuriicklaufen kénnten. Beriicksichtigt man zusétzlich das auf jeden
Fall einzuhaltende Courantsche Stabilitatskriterium, so folgt fiir die Courant-Zahl
¢ At/Azx die einschrinkende Bedingung
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At
0<c—<1 62
<exi-< (62)
In der bekannten Differenzenschreibweise lautet die Advektionsgleichung mit ein-
seitigen Differenzen in der Zeit- und Ortskoordinate

= ekt (- )

AtN At
= (1—CM> b +Cﬂfb—1 (63)

Dies ist eine Linearkombination von Funktionswerten der dem Rand benachbar-
ten Punkte zu fritheren Zeitpunkten. Die Vorfaktoren hingen nun allerdings im
Gegensatz zur reinen Extrapolation von den Gegebenheiten der Stromung ab und
sind damit zeitlich variabel.

Soll die Advektionsgleichung durch iiber jeweils zwei Schrittweiten zentrierte Dif-
ferenzen angenéhert werden, so ist dabei zu beachten, daf3 dies nicht am Rand-
punkt mit x;, selbst, sondern nur einen Gitterpunkt weiter innen bei x, ; =
xp — Ax moglich ist, weil der Punkt mit x,,1 = x, + Az, der zur Bildung der
rdumlich zentrierten Differenzen hinsichtlich der Ableitungen nach der Ortskoor-
dinate benétigt wird, nicht definiert ist. Die Advektionsgleichung lautet damit in
Differenzenschreibweise bei rdumlicher wie zeitlicher Zentrierung

At
n+1 n—1 __ n+1 n+1
b Ty T IO, ( b b—2) (64)

Diese Gleichung lafit sich vereinfachen, indem in folgender Weise entlang der
Diagonalen in der z-t-Ebene extrapoliert wird:

by =26 - (65)

Die Linearkombination erfolgt nun mit nur zwei zu kombinierenden Funktions-
werten wie zuvor bei der Verwendung einseitiger Differenzen:

y =1 1:_Cﬂ(b+l_2fbfl+fb 1) (66)

Diese implizite Gleichung muf noch nach der zu berechnenden GroBe fi™ auf-

gelost werden:

A AEN AL
(1 +c AQ,‘) b = (1 C AZ‘) b —+ 2¢ E fb*l (67)
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1 _ oAt o At
n+1 Az rn—1 Az n
= A gn-1y “TAs_ n 68
b 1+c&t7? 1+c—§;f”1 (68)

Nach der Phasengeschwindigkeit ¢ aufgelost, ergibt sich

Ax gz—l—l _ bn—l
C= —— 69
At it =2 f )

Diese Formel ist so natiirlich nicht anwendbar, da die zu berechnende Grofie f;'+!

noch darin vorkommt. Die Phasengeschwindigkeit mufl also entweder mit den
Werten des vorhergehenden Zeitpunktes oder einen Gitterpunkt weiter innen be-
rechnet werden. Auch eine Kombination aus rdumlich wie zeitlich zuriickliegenden
Werten ist moéglich.

Zeitlich zuriick:

Ar  fp- g

c=—" = (70)
At fpr =2+
R&umlich weiter innen:
c— _g bnj_l1 - 1?:11 (71)
At fitt =2, + i
Zeitlich und raumlich zuriick:
A n _ n—2
= € f b—1 b—1 (72)

At fyy =2 /5 + R
3.1.3 Dampfung

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Randbedingungen, die nur den Funk-
tionswert am Randpunkt selbst beeinflufit haben, ist auch die Anwendung einer
Déampfungsschicht mit endlicher Breite in einer Umgebung des Randes des Mo-
dellgebietes denkbar [Anthes et al. (1989), Davies (1983), Kurihara et al. (1989),
Staniforth (1997)]. Dabei wird das im Inneren angewandte prognostische Modell
im Randbereich um einen weiteren, der Dampfung dienenden Term erweitert. Bei
Newtonscher Dampfung fithrt diese Vorgehensweise zu folgendem Schema:

(Z{:fct<t,x,f,g£,...>—l—k(foo—f) (73)
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Der Parameter f,, bezeichnet den konstanten Wert der Variablen f im stati-
ondren Zustand fiir ¢ — oo. Hier soll f,, = 0 gelten, damit zum Rand hin
laufende, wellenartige Gebilde einer Dédmpfung mit im Idealfall verschwindender
Amplitude unterliegen. Bei reiner Newtonscher Dampfung, d.h. Unterdriickung
des prognostischen Teils der Gleichung, lautet die Losung némlich

f(t) = foo + (£(0) = fc) €7 (74)

mit f(0) = f(¢t = 0). In der Differenzenschreibweise kann die Gleichung mit einer
Zwischenschrittmethode gelost werden:

~n+1 _ fn 8f
v v —_—, ...
At ct <t7$7f7 oz’ > (75)
n+1 fﬂ-i-l 1
i v = —k "
N f (76)
Nach f*! aufgelost:

Der Zwischenschritt mit der Newtonschen Dampfung ist dann stabil, wenn die
Funktionswerte f/"*' dem Betrage nach abnehmen, wenn also |f'™'/ f[‘“’ =
|1 — kAt| < 1 und damit 0 < k < 1 gilt. Fiir den Dampfungsparameter folgt
dann k& < 1/At. Es sind also wiederum zwei Extremfille vorstellbar. Bei k& = 0
erfolgt iiberhaupt keine Dédmpfung und damit auch keine Beeinflussung des pro-
gnostischen Modells. Dieses verhilt sich demnach entsprechend, wie wenn der
Funktionswert am Randpunkt konstant gehalten wird, was zu vollstdndiger Re-
flexion am Rand des Gebietes fithrt. Wird dagegen k& = 1/At gewéihlt, so ist die
Wirkung der Dampfung im Randbereich so stark, daf die Funktionswerte bereits
innerhalb eines einzigen Zeitschrittes verschwinden. Auch in diesem Fall werden
zum Rand hin laufende Wellen also komplett ins Innere des Gebietes zuriickre-
flektiert. Allerdings erfolgt die Reflexion nun nicht mehr am Rand selbst, sondern
um die Breite des Ubergangsbereiches, in dem zusitzlich die Dampfung zur An-
wendung gelangt, nach innen verschoben, d.h. an der Grenzfliche zwischen dem
ungestorten Modellinneren und der Dampfungsschicht. Beide Extremfille zie-
hen folglich eine ins Innere zuriickkehrende Welle mit unverminderter Amplitude
nach sich und fithren damit zu keinerlei Ddmpfung. Um eine optimale Dampfung
der aus dem Inneren des Gebietes kommenden Wellen zu erreichen, muf} also
ein geeigneter Zwischenwert im erlaubten Wertebereich 0 < k£ < 1/At gefunden
werden.

Anstelle der Newtonschen Démpfung kann auch eine viskose bzw. diffusive Damp-
fung Verwendung finden:
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9, 0 9,
o=ttt G ) g (v 5 (79)

Wird in erster Naherung v(z) = v = const. gesetzt, dann vereinfacht sich dies zu

0 0?
8{ ft(txf,f,..)—i-l/ax]; (79)

Der Term 9% f/0x? beschreibt im wesentlichen die Kriimmung des Graphen der
Funktion f. In der Umgebung eines Maximums ist die Funktion f rechtsge-
kriitmmt, d.h. es gilt dort 9%f/02% < 0. Entsprechend gilt in der Umgebung
eines Minimums von f die Ungleichung 9 f/dz* > 0. Bei einer harmonischen
Welle mit f(z,t) = f explik (z — ct)] ergibt sich der dimpfende Term zu

I —vk? felh e = —p k2 f (80)
Ox?
Dieser spezielle Fall 148t sich also auf die bereits behandelte Newtonsche Damp-
fung zuriickfiihren.

Die harmonische Welle f(z) = f exp(ikx) fiihrt zu folgender zeitabhingiger
Losung der reinen Diffusionsgleichung:

f(I,t) _ .]Eeikmefz/lﬁt (81)

Die viskose Dampfung fiihrt dazu, dafl diese Losung fiir ¢ — oo verschwindet.
Genau wie bei der bereits behandelten Newtonschen Dampfung, gibt es auch
hier zwei Extremfille, bei denen totale Reflexion auftritt. Bei v = 0 findet iiber-
haupt keine Dampfung statt, und die Reflexion erfolgt direkt an der Grenze des
Modellgebietes, wohingegen bei v — oo innerhalb der Dampfungsschicht die pro-
gnostischen Variablen stets Null sind und die zum Rand hin laufenden Wellen
bereits an der Grenzflache zwischen dem inneren, ungestoérten Bereich des Simu-
lationsgebietes und der von der Dampfung beeinfluffiten Schicht zuriickgespiegelt
werden.

3.1.4 Konstanter Dampfungskoeffizient

In allgemeiner Form lautet die Diffusionsgleichung

of 0 aof
ot ox (V( )83:) (82)

Der spezielle Fall v(x) = v = const. fiihrt zu der vereinfachten Diffusionsgleichung
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of _ &f
ot _VﬁxQ

Die zeitliche Verdnderung des Graphen der Funktion f héngt also von der zwei-
ten Ableitung nach der Ortskoordinate x und damit im wesentlichen von der
Kriimmung der Kurve ab. Habe die auf die Berandung zulaufende Welle an der
ansteigenden Flanke in erster Ndherung die Form f(z) = (—z)". Fiir die Zeitten-
denz ergibt sich dann

(83)

5 = V" (n—1) (—z)"2 (84)
Dieser Term ist positiv fir x < 0 und n > 2. Der Anfangsimpuls der auf die
Grenzflache zulaufenden Welle erfihrt demnach eine Verstarkung. Diese Aussage
gilt entsprechend fiir den abfallenden Teil eines Wellenpaketes, wenn also die
Auslenkung des Modellparameters hinter der Welle wieder auf Null zuriickgeht.
Im mittleren Teil einer Welle erfolgt hingegen ein der Erwartung entsprechendes
,korrektes“ Verhalten, indem néamlich dieser Bereich der Auslenkung tatséchlich
in Richtung zur Koordinatenachse hin geddmpft wird: In den Extrempunkten
des Wellenpaketes lautet die Funktion f bei ausschlielicher Betrachtung der
niedrigsten Potenzen f(z) = 1 — z?, wenn es sich bei dem Extremum um ein
Maximum der Funktion f handelt, respektive f(z) = 2* — 1 bei einem Minimum
von f. Da die zweite Ableitung nach der Ortskoordinate in beiden Féllen einen
konstanten Wert 42 ergibt, dessen Vorzeichen der Auslenkung der Funktion am
Extrempunkt gerade entgegen gerichtet ist, gilt entsprechendes fiir die zeitliche
Verdanderung dieser Auslenkung; deren Betrag vermindert sich also in jedem Fall
mit fortschreitender Zeit.

3.1.5 Variabler Dampfungskoeffizient

Der Dampfungskoeffizient v(z), der im allgemeinen Fall vom Ort abhéngen kann,
werde nun als zum Rand hin linear ansteigend geméf v(x) = vy (v — o) gewihlt.
Eine Dampfung soll dabei nur im Randbereich zy < x < z;, erfolgen. Weiter innen
fiir < xg soll v(x) = 0 gelten. Die Diffusionsgleichung lautet nun
af 0 of
- =— — — 85
ot~ ox [”0 (@ = o) ax] (85)

Fiir die ansteigende Flanke des Wellenpaketes gelte in erster Ndherung wieder
f(z) = (—z)™. Dann folgt fiir die Zeittendenz der Funktion f

of 0 !
L= o e —m) (o) (o]
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= yn Bax {(—x)” + 2 (_a;)n—l}

= yn [—n (—2)" ' — a5 (n—1) (—x)”’ﬂ (86)
"2 [n (x — z0) + T0)
<0 T < Io (]_ — %)

>0 x>x0(1—%)

= yyn(—z)
= hin (x—xo)—i-xo]{

In dem stets positiven Koeffizienten h := vyn (—x)" 2 > 0 wurden dabei die

Vorfaktoren zusammengefafit. Fiir n > 1 stellt sich derselbe Effekt wie bei kon-
stantem Déampfungskoeffizienten ein. Im Randbereich x¢ (1 — 1/n) < 2 < 0 wird
die ansteigende Flanke der eintreffenden Wellenfront verstiarkt, wohingegen nur
im mittleren Bereich des Wellengebildes mit xy < & < x¢ (1 — 1/n) tatsichlich
eine Dampfung stattfindet. Die ddmpfende Wirkung verbessert sich allerdings
fiir n = 1: Trat bei n = 1 und konstantem v keinerlei dampfender Effekt auf,
so erfolgt bei linearem Verlauf von v(z) nun auch Ddmpfung bei n = 1, also bei
einer in erster Ndherung linear ansteigenden Wellenflanke.

Dieses Ergebnis 1483t sich auch bereits aus der reinen Diffusionsgleichung ableiten.
Diese lautet ndmlich nach Durchfiihrung der dufleren Differentiation

of 0 of 0*f  Ov of
ot oz (V(x) )

=y L 4 2 2L 87
ox Y ox? + Ox Ox (87)
Wird in erster Ndherung nur der Term Ov/0x Of/dx betrachtet,® dann zeigt
sich, dafl an den Flanken der Gebilde, ndmlich dort, wo eine Storung den zuvor
bestehenden stationdren Grundzustand allméhlich iiberlagert, eine Vergréflerung
der Funktionswerte von der Koordinatenachse weg erfolgt.

Von der Verwendung diffusiver Diampfung ist wegen der Schwierigkeiten mit den
seitlichen Flanken der am Rand eintreffenden Wellengebilde demnach eher abzu-
raten.

Derartige Unzulénglichkeiten lassen sich dadurch vermeiden, daf§ der Newton-
schen Ddmpfung der Vorzug gegeben wird. Im allgemeinen Fall lautet deren
Déampfungsgleichung

of _
ot
Fiir raumlich konstanten Dampfungskoeffizienten k(z) = k = const. ergibt sich
die vereinfachte Differentialgleichung 0f /0t = —k f, deren Losung im Falle eines

—k(z) f (88)

8Dazu mufl entweder v vernachlissigbar klein oder aber die Kriimmung der Kurve der-
gestalt sein, dal Verstirkung anstelle von Démpfung erfolgt und somit der Term v 0 f/0x?
zur Abschwichung der Welle iiberhaupt nichts beitrigt und vom anderen Term entsprechend
iiberkompensiert werden muf.
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ruhenden, sich nicht fortbewegenden Mediums von der Form f(t) = fo exp(—kt)
ist. Wird eine konstante Fortbewegungsgeschwindigkeit der Wellen von ¢ = dx/dt
angenommen, so laft sich die Zeitabhingigkeit des Funktionsverlaufs in eine
Abhéngigkeit von der Ortskoordinate gemé8 f(x) = fy exp(—k/cx) umschreiben.
Es erfolgt also eine gleichméafige Dampfung sémtlicher Teile des Wellenpaketes.

Bei konstantem k£ im Dampfungsbereich, also einem sprunghaften Anstieg des
Déampfungskoeffizienten, ergibt sich an der Grenze zwischen dem Modellinneren
und der zum Rand hin liegenden Dampfungsschicht ein Knick, der unerwiinschte
Storungen der Modellsimulation hervorrufen kann, die sich in den inneren Bereich
ausbreiten konnen. Dieses Verhalten ist einsichtig bei sehr starkem, konstantem
Dampfungskoeffizienten. Das Modell verhélt sich dann so, wie wenn iiberhaupt
keine Dampfungsschicht vorhanden wére, denn die zum Rand hin laufenden Wel-
len werden bereits an der Grenzfliche zur Dampfungsschicht grofitenteils reflek-
tiert. Der Eintritt in die Dampfungsschicht sollte also einigermaflen ,glatt® er-
folgen. Bei einer Dampfungsschicht, die schméler ist als die halbe Lénge des
Wellenpaketes, erfolgt eine Uberlagerung der in Phase reflektierten, bis zur Be-
randung vorstoflenden und damit geddampften Welle mit der bereits an der Grenze
zwischen ungestortem Innenbereich und der Dampfungsschicht unter Phasenum-
kehr reflektierten Welle. Diese Uberlagerung kann in Abhéngigkeit von der Wel-
lenldnge zu einer zusétzlichen Verstiarkung oder Abschwéichung der reflektierten
Welle fiihren.

3.2 Verfahren der Nestung von Modellgebieten

Es kommen &hnliche Methoden wie bei der Behandlung offener Rénder in Be-
tracht.

3.2.1 Anpassung der Funktionswerte

Der einfachste Fall ist eine stdndige Anpassung des Randwertes des inneren Ge-
bietes an den Wert des dufleren Gebietes an derselben Stelle. Dann gilt

= A (89)

Dabei sollen die Werte des groBeren Gebietes durch f dargestellt werden. Der Ef-
fekt dieses wohl einfachsten Falles einer Nestung besteht darin, dafl zwar ein von
auBen kommendes Wellenpaket ungehindert durchgelassen wird. Fiir ein von in-
nen kommendes Gebilde ist diese Nestungsbedingung allerdings identisch mit der
Randbedingung f"*! = 0, die zu vollstéindiger Reflexion unter Umkehrung der
Phase fiihrt. Die alleinige Anpassung am Randpunkt selbst reicht demnach noch
nicht aus. Deshalb wird nun der allgemeinere Fall betrachtet, bei dem die Anpas-
sung des inneren Modells an das duflere Gebiet innerhalb einer Randschicht mit
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endlicher Breite stattfindet. Im Prinzip kann diese Schicht beliebig breit gewahlt
werden. Allerdings sollte der iiberwiegende Teil des inneren Gebietes nicht zu
dieser Randschicht gehoren, damit die Wahl zweier Gebiete mit unterschiedlicher
rdumlicher Auflésung der Gitterpunkte iiberhaupt einen Sinn macht. Bei einer
horizontalen Dimensionierung des Modells von in der Regel nicht mehr als 100
Gitterpunkten sollte die Anpassungsschicht maximal etwa zehn Gitterpunkte weit
ins Innere des Gebietes hineinreichen. Die prognostische Gleichung der Funktion
f erfihrt durch die Newtonsche Anpassung folgende Ergénzung:

of  of -
E::a—i-k(f—f) (90)

Der Koeffizient k héngt dabei im allgemeinen vom Abstand zum Rand ab. In der
Differenzenschreibweise lautet diese Gleichung

n+l _ sn n+l _ fn ~
fz ~ fz — fz N fz +k (finJrl _ fi"Jrl) (91)
R S R Y INA i (52

Frl = R A (ff“ - fi"“)
= (1—=kAY [+ kAL )

Es handelt sich bei dieser Bedingung der Anpassung an das duflere Gebiet also um
eine Konvexkombination der Funktionswerte in Abhéngigkeit des Wichtungsfak-
tors k At, der nur innerhalb eines Anpassungsbereiches um den Rand des inneren
Gebietes von Null verschiedene (und raumlich variable) Werte annimmt. Der Ko-
effizient k soll von k£ = 0 am Beginn der Anpassungszone zum Rand hin streng
monoton anwachsen und dort seinen maximalen Wert von £ = 1 erhalten. In der
Literatur werden zum Funktionsverlauf des Anpassungskoeffizienten k verschie-
dene, grofitenteils empirisch ermittelte, vereinzelt aber auch analytisch gewon-
nene Funktionen vorgeschlagen. Diese spezielle Wahl von k hat keinerlei Einflufl
auf von auflen kommende Wellen, die vielmehr ungehindert durchgelassen wer-
den. Dies ist leicht einsichtig, wenn man bedenkt, dafl die Linearkombination zur
Bestimmung des Mischwertes aus innerem und duflerem Modell eine Konvexkom-
bination mit der Koeffizientensumme (1 — k At) + k At = 1 darstellt. Bei identi-
schem prognostischen Verhalten in beiden Gebieten, das zumindest hinsichtlich
der langwelligeren, im gréberen Gitter auflésbaren Stromungsgebilde vorausge-
setzt werden darf, werden stets zwei in hinreichender Néherung gleiche Werte in
einer bestimmten Gewichtung kombiniert, die wegen der Identitédt der zu iiber-
lagernden Funktionswerte vollig ohne Belang ist. Der Antrieb durch das dufere
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Modell ist bei dieser Art der Nestung der Gebiete also in jedem Fall sichergestellt.
Wie die Koeffizienten k nun speziell zu wahlen sind, hdngt ausschlie§lich von den
gewiinschten Dampfungseigenschaften gegeniiber von innen kommenden, auf den

Randbereich zulaufenden Wellen ab.

3.2.2 Anpassung der Zeittendenzen

Als Erweiterung der gewichteten Mittelung der Funktionswerte innerhalb der
Randzone bietet es sich an, dieselbe Methode mit den zeitlichen Tendenzen dieser
Werte durchzufiithren [Perkey und Kreitzberg (1976)]:

0

8{ = a(z) 2?: +[1 - a(z)] 88{
Dabei gilt weiterhin 0 < «(z) < 1. Durch partielle Differentiation nach der Zeit
folgt diese Darstellung wegen «(x) # fct(t) kausal aus der ihr zugrundeliegenden
Form f := a(z) f+[1—a(z)] f. Deshalb sind auch simtliche in diesem Zusammen-
hang gewonnenen Ergebnisse ohne weiteres auf den Fall der Tendenzanpassung
iibertragbar. Der Umkehrschlufl gilt jedoch nicht, wie anhand der diskretisierten
Zuweisungsgleichung gezeigt werden kann:

(94)

it =1 fit = it =1
— 1— 95
At A TUme TG (95)
o= oA —a) i+ i —afi —(1—=a) fiT  (96)
Der Term |[...] in eckigen Klammern entspricht gerade der diskretisierten Form

der Anpassung der Funktionswerte f selbst (eigentlich: f! := a f! + (1 — ) f?)
und wiére dort Null. Es besteht aber kein Grund, warum dieser Term hier im
Zusammenhang mit der Anpassung der Tendenzen Of /0t verschwinden soll.

Der Antrieb durch von aulen kommende Wellen stellt wie bei der einfachen An-
passungsschicht in der Regel kein Problem dar. Naher untersucht werden miissen
hingegen die Dampfungseigenschaften gegeniiber von innen auf die Grenzfliache
zulaufenden Wellen, die an zu starker Reflexion gehindert werden sollen. Stellver-
tretend fiir komplexere partielle Differentialgleichungen wird wieder die (in einer
hinreichend kleinen Umgebung stets in angemessener Niherung giiltige) Advek-
tionsgleichung 0f /0t + ¢ df /0x = 0 betrachtet. Unter Vernachlissigung jedweder
duBerer Einflissse (f = 0, damit auch 9f /9t = 0) folgt:

of _
ot

or _ of _ _.90f

(1—-a) 5t 7_(1_06)0(97(:7—0 e

(97)
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Die neue Advektionsgeschwindigkeit ¢* := (1 — a) ¢ liegt dann im Bereich 0 <
¢ < ¢, ist also gegeniiber der urspriinglichen verringert, so daff in die Dampfungs-
schicht eintretende Wellen abgebremst werden. Der Koeffizient « ist zur Grenz-
flache hin normalerweise monoton steigend. Fiir « — 1 ergibt sich ¢* — 0, was
sich ebenfalls in der Wellenldnge A = ¢*T'" — 0 niederschlégt; die Ddmpfungs-
schicht fordert also die Verkiirzung der Wellenléngen und damit eine Verlagerung
des Schwerpunktes der Verteilung zu den kiirzeren Wellen hin. Diese durch die
Transformierung breiterer Gebilde entstandenen kurzen Wellen werden erheb-
lich verstarkt, da mit ¢* — 0 bei gleichzeitig nicht-verschwindender Tendenz
Of /0t # 0 daraus wegen |0f/0x| — oo auf kleinstem Raum starke Gradien-
ten erwachsen und der Funktionsverlauf dementsprechend steiler wird. Trotz der
durchaus vorhandenen Eigenschaft, unerwiinschte Reflexionen zu vermeiden oder
sie zumindest teilweise zu minimieren, ist eine zusétzliche Glattung der auf diese
Weise erhaltenen Funktionswerte dennoch unabdinglich.

3.2.3 Die Strahlungsbedingung am genesteten Rand

Zunéchst einmal mufl unterschieden werden zwischen Wellen, die von auflen, und
solchen, die von innen auf die Verbindungsfliche zusteuern. Um die Propagati-
onsrichtung dieser Wellen korrekt zu erfassen, wird die Phasengeschwindigkeit
c = —0f/0t(0f/0x)~' im Randbereich unabhingig voneinander in beiden Ge-
bieten berechnet. Im folgenden sollen sich sdmtliche GréBen mit Tilde (z.B. ¢)
auf Werte des alles umfassenden grofleren Gebietes mit der schlechteren raum-
lichen Auflésung der Maschenweite des Gitters beziehen, wohingegen die durch
gewOhnliche Buchstaben dargestellten Variablen die damit korrespondierenden
Werte des zentralen, genesteten Gebietes umfassen. Beispielsweise lassen sich auf
diese Weise die folgenden Phasengeschwindigkeiten berechnen, die von der Diffe-
renzenform der Advektionsgleichung herriihren, wobei aber die Differenzen vom
Rand aus gesehen einen Gitterpunkt weiter innen gebildet werden:?

Az f -
At fi = I

(98)

Av fitt—fr Ax frtt- g

At fp—fi AL (G- fry)

c =

(99)

Die Phasengeschwindigkeit kann auf beiden Seiten des Randes berechnet werden,
also in den beiden Gebieten unabhéngig voneinander. Die Phasengeschwindigkeit
¢ des inneren Modells kann nach einer der bei der entsprechenden Behandlung

9Es wire auch moglich, die Phasengeschwindigkeit am Randpunkt selbst, aber zu dem jeweils
vorhergehenden Zeitpunkt zu berechnen. Dann miifiten aber auch die jeweiligen Werte dieses
fritheren Zeitschrittes im Speicher gehalten werden, was zusétzlichen Speicherplatz erfordert.
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offener Rander dargestellten Methoden berechnet werden. Hinsichtlich der Pha-
sengeschwindigkeit ¢ des duleren Modells an der Grenzflédche lassen sich nunmehr
auch zentrierte rdumliche Differenzen verwenden, weil der Rand des inneren Ge-
bietes fiir das grofere, &ulere Gebiet schliellich keine Diskontinuitét darstellt.

Sind die so berechneten Phasengeschwindigkeiten ¢ und ¢ bekannt, dann erlauben
sie folgende Fallunterscheidung: Falls ¢ > 0, also keine von auflen kommende Welle
zu erwarten ist, oder auBen f = 0 gilt und damit der Differenzenquotient in (99)
genau genommen iiberhaupt nicht definiert ist, so soll sich die Grenzflidche wie ein
offener Rand gegeniiber von innen kommenden Wellenpaketen verhalten, was z.B.
durch die folgende Spezifizierung des Randes zum Ausdruck kommt (gewohnliche
Ausstrahlungsbedingung):

b=l (=) fy (100)
Falls jedoch ¢ < 0 ist, also ein &uflerer Antrieb erfolgen soll, dann wird dies am
ehesten dadurch erreicht, dafl am Randpunkt selbst eine feste Kopplung an das
duBere Modell z.B. gemiB fi*! := fi*! eingerichtet wird. Diese beiden Fille
lassen sich nun mithilfe einer Linearkombination (in diesem Fall sogar iiber eine
Konvexkombination) {iberlagern:

P =1 =k) (e (=0 f7) + kT (101)

Der Kombinationsfaktor £ héngt dabei nur von ¢ ab: Fiir ¢ < 0 gilt £k = 1, falls
¢ > 0, dann ist £k = 0 zu wahlen. Dies 148t sich auch in einem geschlossenen
Zusammenhang darstellen (wobei allerdings der Spezialfall ¢ = 0 undefiniert ist):

:1—c/|c|:{() f>0 (102)
2 1 c<0

Dieses Verfahren arbeitet zufriedenstellend, solange entweder Storungen von au-
Ben oder von innen auf die Verbindungsflache zulaufen. Bei gleichzeitigem Ein-
treffen von Wellen vergleichbarer Intensitit aus beiden Richtungen kann es zu
einer — je nach Phasenlage — mehr oder weniger vollstindigen Kompensation
kommen, obwohl die Wellen — freie allseitige Propagation vorausgesetzt — sich
unter Beibehaltung ihres bisherigen Bewegungszustandes unbeschadet gegensei-
tig durchdringen miiiten. Auf den hier behandelten Fall eines genesteten Systems
iibertragen, wobei Propagation durch die Grenzfliche nur von auflen nach innen
erlaubt sei (,,Einweg-Nestung®), sollte im Inneren des zentralen Gebietes in der
Folge des Grenzdurchganges nur noch die zuvor von auflen eingedrungene Welle
zu registrieren sein. Durch die eben erwdhnte Kompensierungstendenz kann diese
Welle aber filschlicherweise in ihrer Intensitét unter Umstédnden (dies hdngt von
der genauen Phasenlage ab) deutlich von ihrem Ausgangszustand abweichen.

k-
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Ein derartiges Manko ist durchaus kein Charakteristikum der hier beschriebenen
Strahlungsbedingung, sondern ist vielmehr sémtlichen ,, punktweisen Nestungs-
bedingungen zu eigen, bei denen nur der Randpunkt selbst in geeigneter Weise
modifiziert wird. Kommt demgegeniiber eine sich iiber mehrere Gitterweiten er-
streckende Anpassungsschicht zur Verwendung, tritt dieses Problem in den Hin-
tergrund angesichts der Tatsache, daf der Ubergang vom &uBeren in das innere
Gebiet nunmehr allméhlich erfolgt (innerhalb einer Schicht endlicher Breite), wo-
bei die beiden Modelle in diesem Raumbereich nebeneinander ablaufen, so dafl
der physikalischen Forderung der ungehinderten gegenseitigen Durchdringung der
Wellen in verstiarktem Mafle Rechnung getragen wird.
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4 Das Verhalten von Wellen am offenen und ge-
nesteten Rand

Nachdem jetzt samtliche bendtigten Begriffe und Methoden bekannt sind, erfolgt
i diesem Kapitel nun eine eingehende analytische Behandlung des Verhaltens
von Wellen am offenen und genesteten Rand.

4.1 Reflexion am festen Rand

Eine teilweise Reflexion an der Randflache, die eine zuriickkommende Welle ver-
ursacht, kann nur dann auftreten, wenn das Modell als Ganzes iiberhaupt Wel-
lenlésungen zuldfit. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit 148t sich deshalb eine
von innen auf den Rand zulaufende Welle in der Form f(z — 2o — ct) darstellen,
wobei der Verlauf der Funktion f in dieser kontinuierlichen Betrachtung — oh-
ne Beriicksichtigung des zur Diskretisierung fithrenden Gitternetzes — zunéchst
beliebig ist; es wird lediglich angenommen, dafl es sich dabei um eine stetige
Funktion handelt. Die Konstante zy = z(t = 0) soll den Ursprungsort eines
Wellenpaketes bzw. dessen Referenzpunktes beschreiben. Eine etwaige zuriickre-
flektierte Welle hat zwar eine dem Betrag nach gleiche Phasengeschwindigkeit
c; da die Welle aber in die entgegengesetzte Richtung wie die einfallende Wel-
le 1auft, ist diese Phasengeschwindigkeit negativ. Hierfiir steht die Darstellung
g(x —xp+clt — (x, — xg)/c]). Die Verschiebung in der Ortskoordinate (x — z
anstelle von z) ergibt sich aus der Tatsache, da8 die reflektierte Welle ihren
Ursprung im Randpunkt mit der Koordinate x; hat. Diese Welle entsteht erst
zu dem Zeitpunkt (z, — z¢)/c, an welchem das einfallende Wellenpaket (oder
vielmehr dessen willkiirlich gewidhlter Referenzpunkt — z.B. der ,,Mittelpunkt®)
gerade den Rand erreicht. Entsprechend ist deshalb auch die Zeitkoordinate ver-
schoben (t — (x, — xg)/c anstelle von t).

Im folgenden werden nun die bei Anwendung einiger grundlegenden Randbedin-
gungen auftretenden reflektierten Wellen ermittelt. Zunéchst wird der Randwert
als unverdnderlich angenommen (fester Rand) und mit dem konstanten Werten
Null belegt. Die Summe aus der auf den Rand zulaufenden und der ins Innere
zuriickreflektierten Welle mufl deshalb am Randpunkt z;, selbst stets ebenfalls
Null ergeben:

f(xb—xo—ct)+g<xb—xb+c{t—mb;xobzo (103)

glct —xy + x9) = — f(xp — 20 — 1) (104)
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Fiihrt man nun die seit dem FErreichen des Randes durch die origindre Welle
verstrichene Zeit t' =t — (x, — z¢)/c ein, so 1aBit sich die Beziehung zwischen der
urspriinglichen und der reflektierten Welle wie folgt schreiben:

glct’) = = f(=ct’) (105)

Das Produkt ct’ =: 2’ stellt aber gerade die Distanz dar, die das reflektierte
Wellenpaket, vom Randpunkt her kommend, bereits zuriickgelegt hat.

g(a') = —f(=2') (106)

Der Ort mit der Koordinate 2’ der Reflexfunktion g stellt fiir die Einfallsfunktion
f den Zustand an genau derselben Stelle dar — mit negativem Vorzeichen in
der Zeitkoordinaten, d.h. zu der entsprechenden Zeitdifferenz vor dem Auftreffen
auf die Grenzfliche. Das Ergebnis ¢ = —f bedeutet deshalb bei der Reflexion
schlichtweg eine Spiegelung der einfallenden Welle an der Nullinie. Der Betrag
der Amplitude bleibt dabei erhalten.

Dasselbe Ziel 148t sich auch auf einem anderen Weg erreichen: Ein (zeitlich)
konstanter Randwert bringt die Ableitung nach der Zeit am Randpunkt zum
Verschwinden. Folglich mufl die Summe der zeitlichen Ableitungen der urspriing-
lichen und der reflektierten Welle am Randpunkt stets Null ergeben:

—cf'(xy—x9—ct)+cg (xb—xb—l—c {t— xb;xo]) =0 (107)

cg'(ct')y=cf'(—ct) (108)

g'(@') = f'(=2) (109)

DaB die beiden Bedingungen g(z') = —f(—2a’) bzw. ¢'(2’) = f'(—2') sich gegen-
seitig entsprechen, ist leicht zu sehen, wenn die erste Aussage nach z’ differenziert
wird. Man beachte die Analogie zur Spiegelung einer Funktion am Koordinatenur-
sprung.

Nun soll eine analoge Betrachtung fiir einen offenen Rand durchgefiihrt wer-
den. Hierzu wird anstelle des zuvor verwendeten konstanten, d.h. von Anfang an
vorgegebenen Randwertes jetzt ein EinfluBl des aktuellen Stromungsmusters im
Randbereich zugelassen. Dies erfolgt im Rahmen einer (rdumlichen) Extrapolati-
on. Deren einfachste Form besteht darin, dal dem zu spezifizierenden Randwert
der entsprechende Funktionswert am Nachbarpunkt zugeordnet wird. Diese auf
die endlichen Differenzen im Koordinatengitter zugeschnittene Regel ist in der
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anderen, kontinuierlichen Betrachtungsweise gleichbedeutend mit einer stets waa-
gerechten Tangente des Funktionsverlaufes am Randpunkt, was schlichtweg eine
alternative Formulierung der Tatsache darstellt, dafl sich der Randwert innerhalb
einer (infinitesimalen oder endlich breiten) Umgebung nicht &ndert.

Mit den obigen Formulierungen — f(x — xy — ct) fir die vom Inneren auf die
Grenzflache zulaufende Welle bzw. g (x — x, + ¢ [t — (2, — x9)/c]) fir die nach
innen zuriickreflektierte Welle — ergibt sich nun die folgende Forderung an die
ersten raumlichen Ableitungen der beiden Funktionen, dafl ndmlich deren Summe
am Randpunkt selbst verschwinden soll:

flay =z —ct) + ¢ (xb—xb+c [t—xb;%D =0 (110)
g (ct —xp+x0) = —f'(@p — 20 — Ct) (111)

g (ct')=—f'(—ct) (112)

g'(a) = —f'(=2) (113)

Dieses Ergebnis ist — in &hnlicher Vorgehensweise wie beim festen Rand — gleich-
wertig mit g(z') = f(—2'), wie durch Ableiten dieser Beziehung nach 2’ offen-
sichtlich wird. Man beachte wiederum die Analogie zur Spiegelung einer Funktion
— diesmal allerdings an der Koordinatenachse.

Als Resultat ergibt sich bei der hier durchgefithrten rdaumlichen Extrapolation,
daf} die reflektierte Welle mit der vollstdndigen Amplitude der zum Rand hin
einfallenden Welle wieder ins Innere zuriickgeworfen wird.

4.2 Reflexion an einem iiber die Ausstrahlungsbedingung
spezifizierten Rand

Die Ausstrahlungsbedingung ist durch die Anwendung einer lokalen Advektions-
gleichung der Form 0f /0t+cdf/Ox = 0 in unmittelbarer Umgebung des Randes
definiert. Die Advektionsgeschwindigkeit ¢ < 0 soll dabei stets zur Randfléche
hin gerichtet sein, um die Riickwirkung von durch die Randnéhe hervorgerufenen
Storungen auf das Gebietsinnere zu unterbinden.

Eine cinfallende Welle f(z,t) = f exp[i (kz — wt)] erzeugt im Randbereich eine
(glinstigstenfalls stark abgeschwichte) reflektierte Welle g(x,t) = g expli (K’ x —
W't + ¢)]. Dabei stellen k& und k&' die Wellenzahlen der einfallenden bzw. reflek-
tierten Welle dar, w und ' entsprechend deren Winkelgeschwindigkeiten, und ¢
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steht fiir eine eventuell bei der Reflexion auftretende Phasenverschiebung. Beide
Wellen {iberlagern sich im gesamten Integrationsgebiet, so dafl unter Anwendung

der die Ausstrahlungsbedingung charakterisierenden lokalen Advektionsgleichung
gilt [Pearson (1974)]:

D tg) bes (f4g)=0 (114

—dw fei(kx*“’t) _ iw/gek’sz’tJrgo) +c (ikfei(szwt) + ik/gei(k’xfw’wrap)) —0
(115)

Da die reflektierte Welle durch eine Welle mit der Winkelgeschwindigkeit w her-
vorgerufen wird, ibernimmt sie deren Winkelgeschwindigkeit geméfl w’ = w. Der
Wellenvektor kehrt hingegen bei der Reflexion seine Richtung um, so daf} lediglich
der Betrag der Wellenzahl k invariant bleibt; es gilt also ¥’ = —k. Eine etwaige
Phasenverschiebung ¢ zwischen einfallender und reflektierter Welle kann in die
Amplitude g der zuriickkehrenden Welle integriert werden und muf3 deshalb nicht
weiter betrachtet werden. Die zwischen den Amplituden f und ¢ der einfallenden
bzw. reflektierten Welle bestehende Beziehung vereinfacht sich dann zu

—wfeFT —wge kT 4 ¢ (k:feikx—kge_ikx) =0 (116)

Sowohl der Real- als auch der Imaginérteil dieser Gleichung liefern schliefSlich
denselben Ausdruck fiir das Verhéltnis der Amplituden zueinander, durch das
die Dampfung der zuriickgeworfenen Welle gegeniiber der sie verursachenden ge-
kennzeichnet ist:

w—Fkc
w+kc

(117)

S
Die Giiltigkeit dieser Gleichung ist auf den kontinuierlichen Fall beschrénkt und
liefert dort mit ¢ = w/k das triviale Ergebnis g/f = 0; eine reflektierte Welle
tritt im kontinuierlichen Raum also iiberhaupt nicht in Erscheinung. Dies ist
auch nicht weiter verwunderlich, da die Ausstrahlungsbedingung ja gerade so
eingerichtet wurde, dafl keine Reflexion moglich ist.

Im Gitternetz des diskretisierten Raumes 14t sich die am Rand anzuwendende
Advektionsgleichung hingegen aufgrund bei der Uberfiithrung der Differentialope-
ratoren in endliche Differenzen unweigerlich auftretenden Abschneidefehlern nicht
mehr vollig korrekt darstellen, was sich natiirlich auch in ihrem prognostischen
Verhalten widerspiegelt. Dadurch erklért sich unter anderem das numerisch be-
dingte Auftreten einer reflektierten Welle im Ausstrahlungsfall, obwohl eine solche
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nach den Grundvoraussetzungen eigentlich iiberhaupt nicht existieren diirfte und
— wie eben gezeigt — im kontinuierlichen Raum tatsichlich auch nicht vorkommt.

Anhand der diskretisierten Form der Advektionsgleichung mit ihren endlichen
Differenzen 148t sich das Auftreten von Wellenphénomenen nicht besonders an-
schaulich erkldren. Darum geht man am besten wie in (11) vor und riickiibersetzt
die Differenzen wieder in Differentiale, wobei aber die zuvor in Kauf genomme-
nen Diskretisierungsfehler beibehalten werden. Nach (11) gilt dann fiir die kon-
tinuierliche Entsprechung der diskretisierten Advektionsgleichung mit einseitigen
rdumlichen Differenzen:

of of ¢ Of?

— =—c=—=——-=-=——A 118

ot = “ox 202277 (118)
Erfolgt wieder — den obigen GesetzméfBigkeiten entsprechend — die Aufteilung in
eine einfallende und eine reflektierte Welle, so ergibt sich nun in analoger Weise
die folgende Beziehung zwischen den Amplituden f und ¢ der urspriinglichen und

der induzierten Welle:

iwf—iwg}:—c(ikf—ikg)—g(—ka—kQQ)Ax (119)

Daraus 1a8t sich wieder das Verhéltnis der Amplituden g/ f bilden, das bekannt-
lich die Dampfung der vom Rand zuriickkehrenden Welle beschreibt.

g i(w—ck)+ Sk Az
= = 1
—i(w+ck) - §k*Ax (120)
i w—ck?+ (5k2Ax)° -
f (w+ck)®+ (% k2 A:B)2

Trotz w = ¢k verschwindet das Amplitudenverhéltnis nun nicht mehr (wie zuvor
im kontinuierlichen Fall), sondern nimmt stets einen von Null verschiedenen Wert
an:

~

9

f

2
P KA ey
— (2Ck)2 + (% L2 Aaj)2 - 16 + (kAx)2

(122)

Dieses Verhéltnis strebt nur dann gegen Null, wenn entweder Ax sehr klein ist
(Ubergang zum kontinuierlichen Raum) oder aber wegen k = 27/ die Welle eine
— auf die Schrittweite Ax bezogen — sehr grofle Wellenldnge A aufweist und damit
an den Gitterpunkten so genau aufgelost wird, daf§ man von einer kontinuierli-
chen Funktion sprechen kann. Fiir k Az > 1 folgt hingegen |§/f| &~ 1. Derartig
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schlecht im Punktegitter aufgeloste Wellen werden also trotz Ausstrahlungsbedin-
gung vollstdndig vom Rand ins Innere zuriickreflektiert. Im wesentlichen handelt
es sich dabei um die sogenannten 2-A-Wellen mit A = 2 Az, also diejenigen Wellen
mit der geringstmoglichen, durch die Gitterweite Ax vorgegebenen Wellenlénge.
Fiir diese Art Wellen nimmt némlich k Az = 27 Ax/\ = 27 Az/(2Az) = 7
seinen geringsten Wert an. 2-A-Wellen kénnen demnach von einer Ausstrah-
lungsrandbedingung unter Verwendung einer lokalen Advektionsgleichung nicht
korrekt verarbeitet, d.h. nicht vollstdndig an der Randfliche absorbiert werden.

4.3 Dispersion der Advektionsgeschwindigkeit bei nicht-
senkrechtem Einfall

Der Einfachheit halber wird in analytischen Betrachtungen im Zusammenhang
mit Randbedingungen meistens lediglich der idealisierte Fall einer senkrecht auf
die Randfliche auftreffenden Welle untersucht [u.a. bei Hedley und Yau (1988),
Hedstrom (1979)]. Man nimmt dabei stillschweigend an, dafl eine unter einem
beliebigen Winkel einfallende Welle in einen senkrecht und einen parallel zur
Grenzflache verlaufenden Anteil zerlegt werden kann. Diese Annahme ist aber
nur dann wirklich gerechtfertigt, wenn das zugrundeliegende System der Differen-
tialgleichungen im Randbereich die FEigenschaft der Linearitét besitzt und damit
derartige Superpositionen von Einzell6sungen selbst wiederum in den Gleichungs-
systemen enthalten sind. Als problematisch erweist sich diese Vereinfachung hin-
gegen, wenn nichtlineare Differentialgleichungen beteiligt sind. Bei veranderlicher
Advektionsgeschwindigkeit ist auch die Advektionsgleichung 0f /dt+cdf/0x = 0
dieser Kategorie nichtlinearer Differentialgleichungen zuzuordnen. Weil die Aus-
strahlungsrandbedingung aber im wesentlichen aus einer solchen, in unmittelba-
rer Umgebung der Randfléche lokal anzuwendenden Advektionsgleichung besteht,
ist die Aufteilung in orthogonal zueinander verlaufende Wellenanteile in diesem
Fall eigentlich nicht korrekt.

Im folgenden soll nun das tatséchliche Verhalten einer unter beliebigem Winkel
einfallenden Welle f(x,y,t) = f expli (kz+1y—wt)] mit Wellenzahlen k und [ in
zwei Dimensionen untersucht werden. In Ausbreitungsrichtung der Welle fithrt die
Addition der Wellenvektoren zur alleinigen Wellenzahl (k2 4- 12)/2. Diese ist mit
der Frequenz w iiber w = ¢ (k?+1%)Y/2 verbunden. Daraus resultiert zunichst eine
Verringerung der Gruppengeschwindigkeit ¢y, = dw/0k = kc(k? +12)7Y2 < c.
Bei der Ausstrahlungsbedingung ist es aber die Phasengeschwindigkeit c,, = w/k
selbst, welche fiir die Advektion der Wellen zum Rand hin sorgt und damit un-
erwiinschte Reflexionen unterbindet. Die Phasengeschwindigkeit cp, als Funk-
tion der zuséitzlich vorhandenen Wellenzahl [, die eine tangential zur Grenz-
fliche verlaufende Welle charakterisiert, erhdlt man durch Auflésen der Beziehung
w? = ¢ (k* + 1?) nach k [Durran et al. (1993)]:
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Y (123)

w

Die Phasengeschwindigkeit cpn erhoht sich also im Vergleich zur urspriinglichen
Propagationsgeschwindigkeit ¢ der Welle. Auflerdem héngt die Phasengeschwin-
digkeit nun auch von der Frequenz w ab; es tritt also eine Dispersion auf. Mit
(1 —c212Jw)Y? ~ 1 — ?12/2w? folgt bei nur wenig von der Normalenrichtung
abweichendem Einfall der Welle w/k & ¢ (1 — ¢? 2/2w?). Dies fiihrt schlieflich zu
der Dispersionsrelation w? — cwk — ¢?1?/2 = 0. Mit den partiellen Ableitungen
Of /ot = —iwf, Of /0x = ik f und Of /Oy = il f 14Bt sich diese Beziehung als
Differentialgleichung darstellen:

82 f 82 f 62 82 f

g7 S - 12

ot? e otor 2 0y? 0 (125)
Gegeniiber der urspriinglichen Advektionsgleichung df /0t + ¢ df/0z = 0 kommt
also ein zusétzlicher Term mit 9% f /0y? hinzu, iiber welchen Variationen der Aus-

lenkung f tangential zur Randfliche Beriicksichtigung finden.

4.4 Auswirkungen der Dispersion auf die Ausstrahlungs-
bedingung

Die Ausstrahlungsrandbedingung besteht aus einer Advektionsgleichung 0 f /0t +
cdf/0x = 0, die in unmittelbarer Umgebung des Randes anzuwenden ist. Die
dazu benétigte Phasengeschwindigkeit ¢ = —df /0t (0f/0z)~" wird mit dersel-
ben Formel berechnet, wobei nach erfolgter Diskretisation dazu entweder die
Werte des vorangehenden Zeitschrittes oder aber die einen Gitterpunkt weiter
innen liegenden (vom Rand aus gesehen) Verwendung finden. Diese Methode
kann selbstverstdndlich nur dann funktionieren, wenn die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der auf den Rand zulaufenden Wellen sowohl raumlich als auch zeitlich
keinen allzu raschen Verdnderungen unterliegt, so daf§ zumindest im Bereich der
GroBenordnung einer Gitterweite Ax bzw. eines Zeitschrittes At die Propagati-
onsgeschwindigkeit ¢ als hinreichend konstant gelten kann. Das wird am ehesten
von den langeren Wellen erfiillt, die (rdumlich und zeitlich) im Gitterpunktraster
gut aufgelost werden.

Je nach Art der Ersetzung der infinitesimalen Differentiale durch endliche Dif-
ferenzen bei der Diskretisierung der prognostischen Differentialgleichungen tre-
ten dariiberhinaus zuséatzliche, durch unvermeidbare Abschneidefehler hervorge-
rufene Abweichungen der numerisch ermittelten Phasengeschwindigkeit ¢ von
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der wahren Fortbewegungsgeschwindigkeit ¢ auf. Bei einseitigen Differenzen be-
tragt der Abbruchfehler durch Ersetzen des Differentials 0 f /0z mit der Ndherung
[f(x + Az) — f(x)]/Az in der fiihrenden Ordnung 9%f/0x? Az /2, die zentrier-
te Differenz [f(z + Az) — f(z — Az)]/2 Az ist mit einem in Az quadratischen
Abschneidefehler 93 f /0x3 (Ax)?/6 fiir Ax — 0 genauer; entsprechendes gilt fiir
die Differenzenformen der zeitlichen Ableitung 0f/0t.

Es stellt sich also die Frage, welchen Fehler man begeht, wenn anstelle der au-
genblicklich herrschenden Phasengeschwindigkeit ¢ in der Advektionsgleichung
ein davon mehr oder weniger abweichender Wert ¢’ = k ¢ verwendet wird:

Z+C/g:%£+kcg£:0 (126)
Die Welle hat mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ die allgemeine Form fo(x —
ct). Damit wird die Advektionsgleichung 0f,/0t + c0fy/0x = 0 erfiillt. Da zu
erwarten ist, dafl — bedingt durch die Modifizierung der Advektionsgleichung —
sich auch die Gestalt der Welle dndert, bietet es sich an, den neuen Funktions-
verlauf f := fo+ f’ als Summe aus dem urspriinglichen (fy) und einem zusétzlich
hinzukommenden Term f’ zu schreiben. Wird dies in die Advektionsgleichung
mit der verdnderten Phasengeschwindigkeit eingesetzt, so folgt daraus

of _Of A
af _ 9dfo 19fo of\ _,  0f , Of
o o C(}aﬁm)‘“ﬁ Dot ~* o (128)

Eine Storwelle f” lauft demnach mit der neuen Advektionsgeschwindigkeit ¢ = k¢
auf den Rand zu (0f'/0t = —k cOf'/0z). Hervorgerufen wird diese allerdings erst
durch den mit der Originalwelle gekoppelten Term (k — 1) dfy/0t, der fiir k = 1
und damit ¢ = ¢ verschwindet, ansonsten iibernimmt f’ den (k—1)-fachen Anteil
der Zeittendenz der urspriinglichen Welle (0f'/0t = (k — 1) 0fy/0t). Bei k > 1,
d.h. Advektion mit zu grofler Geschwindigkeit, wirkt die Storwelle verstiarkend,
wohingegen im Falle £ < 1, also zu geringer Advektionsgeschwindigkeit, die Origi-
nalwelle abgeschwécht wird. Verstiarkung und Abschwéchung treten dabei wegen
der Koppelung iiber die Zeittendenz in Form von Beschleunigung bzw. Verzoge-
rung der zeitlichen Aufeinanderfolge der einzelnen Wellenteile hervor; die Inter-
pretation bleibt aber dieselbe.

Bei der Ausstrahlungsrandbedingung wird die Advektionsgleichung mit der Pha-
sengeschwindigkeit ¢, die aus den oben erwdhnten Griinden von der tatséchlichen
Propagationsgeschwindigkeit abweichen kann, genaugenommen nur am Rand-
punkt selbst angewandt. Eine mit der Geschwindigkeit ¢ auf den Rand zulau-
fende Welle f(x —ct) gerét dann direkt an der Grenzfliche in den Einflulbereich
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der Advektionsgleichung 0f /0t + ¢ 0f /0x = 0 und wird im weiteren Verlauf mit
dieser neuen Geschwindigkeit ¢’ aus dem Simulationsgebiet hinausbewegt (daher
auch die bildliche Umschreibung als ,, Ausstrahlung®). Es erfolgt also eine Auftei-
lung des Raumes in zwei Bereiche, in denen das prognostische Verhalten jeweils
durch Advektionsgleichungen gegeben ist. Im Gebietsinneren herrscht die Trans-
portgeschwindigkeit ¢ vor, wohingegen man sich im gesamten dufleren Raum eine
Advektion mit der konstanten, am Randpunkt induzierten Geschwindigkeit ¢’
vorstellen darf. Auf jeden Fall gilt mit der ortlich beschrinkten Advektionsglei-
chung am Randpunkt:

9] 0
T (129)
f(z,t) == / gi dt + const. (130)

Weil die Welle selbst in der Form f(x—ct) dargestellt werden kann, sind Orts- und
Zeitableitungen gemaf 0f /0t = —c df /0x miteinander verkniipft, und Gleichung
(130) lautet dann

fla,t) = —¢ / Y g = %f(a:,t) (131)

Die in (130) eigentlich auftretende Integrationskonstante bleibt dabei unbertick-
sichtigt, was sich im nachhinein anhand des Ergebnisses auch physikalisch be-
griinden l48t. Im Falle ¢/ = ¢ sollte ndmlich am Randpunkt der Funktionsverlauf
keinerlei Anderungen unterworfen sein, weil dann die Differentialgleichungen in
Form der hier betrachteten Advektionsgleichungen keinen sprunghaften raum-
lichen Anderungen unterliegen, sondern vielmehr ein kontinuierlicher Ubergang
aus dem Integrationsgebiet hinaus besteht. Die Abweichung vom urspriinglichen
Funktionsverlauf |1 — ¢/¢| f(x,t) wird demnach durch die Situation am Rand
selbst hervorgerufen. Dieser zusétzlich auftretende Anteil stellt den Unterschied
zwischen den Wellenfunktionen im Inneren des Gebietes und auflerhalb davon
dar. Weil er innen urspriinglich nicht vorhanden war und deshalb dort auch kei-
ne Entsprechung besitzt, triagt er in vollem Umfang zur teilweisen Reflexion der
Welle, zuriick in den zentralen Bereich, bei. Die Reflektivitét einer sich mit der Ge-
schwindigkeit ¢ fortbewegenden Welle betrigt deshalb |1—¢’/c| bei Anwendung ei-
ner Ausstrahlungsrandbedingung in Form einer lokalen Advektionsgleichung mit
der geschétzten, hier aber als nicht exakt angenommenen Advektionsgeschwin-
digkeit ¢’. Fiir ¢ = ¢ ergibt sich selbstverstidndlich wieder die Reflektivitdat Null,
durch welche die Ausstrahlungsbedingung im Idealfall charakterisiert wird.
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4.5 Reflexion an einer Diampfungsschicht

Im Gegensatz zu ,punktartigen“ Randbedingungen (wie z.B. Extrapolation oder
Strahlungsbedingung) spielt bei der Betrachtung einer mehrere Gitterpunkte weit
vom Rand ins Innere reichenden Dampfungsschicht die Gestalt der Welle oder des
Wellenpaketes eine bedeutende Rolle. Es erscheint einsichtig, daf eine einzelne
Welle stérker geddmpft werden kann und damit in geringerem Mafle zuriickre-
flektiert wird, falls sie in ihrer seitlichen Ausdehnung vollstindig in die Damp-
fungsschicht hineinpafit. Aus der Sicht einer sehr viel umfangreicheren Welle stellt
sich die Dampfungsschicht unter Umstédnden derart schmal dar, dafi ihr Effekt
auf denjenigen eines festen Randes reduziert wird, was gleichbedeutend ist mit
vollstandiger Reflexion am Rand. Auch tritt bei ausgedehnten Wellenpaketen au-
Berhalb der Dampfungsschicht, also im Inneren des Gebietes, eine Uberlagerung
der urspriinglich vorhandenen und der reflektierten Welle ein, wodurch die exakte
Identifizierung der zuriickgeworfenen Welle erschwert wird.

Die Diskretisierung der Funktionswerte im Gitterpunktraster fiihrt zu einem wei-
teren Wellentyp, ndmlich zu den sogenannten 2-A-Wellen. Deren Name riihrt
daher, dafl ihre Wellenléinge gerade dem doppelten Abstand der Gitterpunkte un-
tereinander, also der zweifachen Maschenweite 2 Az entspricht. Es handelt sich
dabei um die kleinste Wellenlédnge, die in dem Modell iiberhaupt auftreten kann.
Dieser Art Wellen muf3 ebenfalls Beachtung geschenkt werden, denn sie entstehen
bevorzugt an Grenzflichen, wo die Homogenitét der diskretisierten Felder gestort
ist und sich infolgedessen ein zunehmender Kontrast zwischen den geradzahligen
und den ungeradzahligen Gitterpunkten (von einem beliebigen Bezugspunkt aus
gezahlt) aufbauen kann.

4.5.1 Behandlung einer Teilschicht

Zur Betrachtung ihrer Reflexionseigenschaften wird die Dampfungsschicht derart
in mehrere Teilschichten untergliedert, daf§ in deren Mittelpunkt jeweils ein Git-
terpunkt zu liegen kommt. Innerhalb jeder Teilschicht soll ein konstanter Damp-
fungskoeffizient herrschen, dessen Wert vom entsprechenden Bezugspunkt — also
dem Mittelpunkt der betreffenden Schicht — iibernommen wird. Jede derartige
Teilschicht 7 besitzt dann einen festen Transmissionsfaktor 7T; und einen Reflexi-
onsfaktor R;. Beide sind iiber die Beziehung |R;|+|7;| = 1 miteinander verbunden.
Werden von einer Welle mehrere solcher Teilschichten hintereinander durchlau-
fen, so sind die jeweiligen Transmissions- bzw. Reflexionsfaktoren miteinander zu
multiplizieren.

Innerhalb einer Teilschicht lautet die Dampfungsgleichung mit festem Damp-
fungskoeffizienten 0 < k£ < 1
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(’lf k-1
ot At
Diese Differentialgleichung hat die zeitabhéingige Losung

f (132)

F(t) = £(0) exp (’“A‘tl t) (133)

Fiir das Durchlaufen einer Teilschicht wird die Zeit ¢t = Az/c bendtigt:

£(1=25) = 10) exp (’“A‘tl ) =10 e (’;;;) (134)

Der Grad der Dampfung héangt also nicht nur von den Dampfungskoeffizienten
k; ab, sondern auch iiber die Courant-Zahl Cou = ¢ At/Ax von den Stréomungs-
eigenschaften und von Modellparametern. Die Transmissivitét einer Teilschicht
betrégt folglich

Tizwzexp (ki_1> (135)

Entsprechend gilt fiir die Reflektivitét derselben Teilschicht

Ri::I:(l—Ti):j:[l—eXp<Cou ﬂ%:i:(l—l— C’ou>:$Cou

(136)

Das Vorzeichen bei der Reflektivitéit liegt zunéchst noch nicht fest, da genauge-
nommen nur die Summe der Betrdge von Transmissions- und Reflektivitatsfaktor
Eins ergeben muf. In diesem Fall gilt aber das jeweils unten stehende Vorzeichen,
so daf} sich nach linearer Ndherung der Exponentialfunktion geméf exp(z) ~ 1+x
als Ergebnis R; ~ (k; — 1)/Cou ergibt. Die Wahl des Vorzeichens lait sich damit
begriinden, dafl fiir den Fall k; = 0, was gleichbedeutend ist mit einem festen
Rand und dadurch jegliche Transmission unterbindet (7; = 0), die Reflektivitét
R; = —1 betragen muf}, weil eine Welle an der Koordinatenachse gespiegelt wieder
zuriickgeworfen wird.

Diese idealen Transmissivitdten bzw. Reflektivitdten werden allerdings nur im
Grenzfall verschwindender Courant-Zahlen Cou = ¢At/Axz = 0 auch wirklich
erreicht, also nur bei sehr langsam propagierenden und damit in der zeitlichen
Abfolge besser erfalbaren Wellen.

Um den Programmablauf zu beschleunigen und damit die Leistungsfihigkeit des
Modells zu erhohen, sollte moglichst nicht mehr Rechenzeit verbraucht werden
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als unbedingt notig. Aus diesem Grunde ist in manchen Modellen (z.B. auch
im KAMM) das Zeitinkrement At nicht fiir alle Zeiten fest vorgegeben, sondern
wird in Abhéngigkeit von der Stromungsgeschwindigkeit ¢ flexibel bestimmt. Das
bedeutet, dafl der Zeitschritt At so grof§ wie moglich gew#hlt wird. Zu hoheren
Werten hin wirkt allerdings das Courantsche Stabilitétskriterium beschréankend.
Aus 0 < cAt/Azx < 1 folgt namlich 0 < At < 1. In Modellen mit einer derar-
tigen Anpassung des Zeitinkrementes At kann davon ausgegangen werden, dafl
die Courant-Zahl Cou = ¢ At/Az nur wenig unter Eins liegt und deshalb nihe-
rungsweise durch diesen festen Wert ersetzbar ist.

Die oben durchgefiihrte Anndherung der Exponentialfunktion exp[(k; — 1)/Coul
durch den linearen Term 1+ (k; —1)/Cou verliert dann aber an Genauigkeit. Falls
k; wenig von Eins abweicht (dies bedeutet hier schwache Dampfung — man beachte
die Definition von k;!), kann die Ndherung dennoch aufrechterhalten werden. Mit
Cou ~ 1 lautet dann die Transmissivitét

k;, —1 k,—1
exp( C’ou) + Cou + (137)

Fiir die Reflektivitét gilt entsprechend

ki — 1 ki —1Y\ _
Ri__[l_eXp(CouﬂN_(l_l_ C’ou)wlCZ ! (138)

Vorerst soll eine Beschriankung auf innerhalb der gesamten Dampfungsschicht
durchweg konstanten Dampfungskoeffizienten k; = k£ und damit Transmissi-
vitdten T; = T und Reflektivitdten R; = R gelten. Es bestehen dann unter ande-
rem folgende Moglichkeiten der Entstehung einer reflektierten Teilwelle, welche —
alle zusammengenommen — die gesamte zuriickgeworfene Welle bilden:

e Reflexion bereits an der ersten Schicht: Teilreflektivitat R
e Reflexion erst an der zweiten Schicht: Teilreflektivitit T RT = T? R

e Reflexion erst an der dritten Schicht: Teilreflektivitiat TT RTT = T* R

An der letzten Schicht (im vorliegenden Beispiel sei dies die vierte) ist keine
Transmission mehr méglich. Die trotzdem berechenbare Transmissivitit addiert
sich vielmehr zu der schon vorhandenen Reflektivitat. Auf welche Weise dies ge-
schieht, héngt von der Spezifizierung des Randpunktes selbst ab. Ist bei der Ne-
stung keinerlei Antrieb von auflen vorhanden, handelt es sich also um einen festen
Rand mit dem konstanten Randwert Null, dann wird der eigentlich durchzulas-
sende Wellenteil unter Vorzeichenumkehr vollsténdig zuriickgespiegelt. Fiir die
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Reflektivitit einer Welle, die erst an der vierten (und damit hier letzten Schicht)
reflektiert wird, gilt daher 73 (—1) T3 = —T°.

Selbstverstéindlich konnen auch Mehrfachreflexionen auftreten. Um deren relative
Bedeutung zu erfassen, miissen sie mit den entsprechenden Hauptreflektivitdaten
der Einfachreflexionen verglichen werden. Die Entsprechung bezieht sich dabei
auf zeitlich zusammenfallende Wellenteile, die anschlieBend — nach abgeschlosse-
ner Passage der Dampfungsschicht — sich an einem gemeinsamen Ort befinden
und sich dort iiberlagern. Die zeitliche Koinzidenz ist beispielsweise dann gege-
ben, wenn der erst an der dritten Schicht reflektierten Teilwelle diejenige Teilwelle
zur Seite gestellt wird, die zwar zunéchst bereits an der zweiten Schicht gespie-
gelt wird, aber anschlieSend auch von der ersten Schicht noch einmal in Richtung
des Randes zuriickgeworfen wird und somit diesen Bereich mehrfach durchlauft.
Deren Reflektivitit betriigt im ganzen T R R RT = T? R3. Ein Vergleich der Re-
flektivitatsfaktoren dieser beiden fiir das Durchlaufen der Dampfungsschicht die
gleiche Zeitdauer benotigenden Teilwellen ergibt ein Verhiltnis der Nebenreflek-
tivitit zur Hauptreflektivitit von (T2 R3)/(T* R) = R*/T?. Bei in der Regel nur
geringer Reflektivitdt R bleibt deren Verhéltnis zur Transmissivitidt 7= 1 — |R)|
deutlich unter Eins, und es ist vertretbar, die infolge von Mehrfachreflexionen
auftretenden Nebenreflektivitdten vorerst unberiicksichtigt zu lassen.

Zunéchst sei der Fall einer im Punktegitter gut aufgelosten, also hinreichend brei-
ten Welle behandelt. Hierbei spielen durch die Diskretisierung bedingte numeri-
sche Ungenauigkeiten kaum eine Rolle, und es kann davon ausgegangen werden,
daB die fortschreitende Welle bei abgeschalteter Démpfung keinerlei Anderung
ihrer Form oder Gréfle unterldge. Dariiberhinaus soll die Breite der Dampfungs-
schicht klein sein im Vergleich zu den Ausmaflen des Wellenpaketes, so dafl die
eigentlich an verschiedenen Stellen entstehenden und damit im Endeffekt rdum-
lich auseinandergezogenen Teilwellen ndherungsweise als an einem gemeinsamen
Ort {iberlagert angesehen werden koénnen.

Fiir eine Welle, die an einer d Gitterpunkte breiten Dampfungsschicht mit kon-
stantem Koeffizienten k zuriickgeworfen wird, ergibt sich deshalb als Gesamtre-
flektivitat

d—1
Rgesarns = R Y, T2071 — 720071 (139)
i=1
bzw. nach Ersetzung des Reflexionskoeffizienten gemifi R := —(1 — T'), so daf§

nur noch eine Abhéngigkeit von der Transmission T besteht

d—1
Ryesame = (T — 1) Y 7?6070 — 2@ (140)
=1
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In den Grenzfillen R = 0/T = 1 und R = —1/T = 0 ergibt sich jeweils die
Gesamtreflektivitdt Rgesamt = —1. Ob innerhalb des Definitionsbereiches von 0 <
T < 1 ein Minimum der Gesamtreflektivitdt Rgesamt 0der vielmehr ihres Betrages
existiert, zeigt die Ableitung derselben nach 7.

d—1 d—1
S (T Y 26— )T 2d -1 T =0 (141)
i=1 i=2

Diese Gleichung l&8t sich nur iterativ 16sen. Die hierzu anzuwendende Iterations-
vorschrift lautet

- 2i B . i\ oo
gy _ (TOXE T+ (T - ) S5 26 =TT
N 2(d—1) (142)

Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Tabelle 1 in Form der Transmissi-
vitdten T; und der Gesamtreflektivititen Rgesam: in Abhéngigkeit von der Breite
d der Dampfungsschicht zusammengestellt.

d 1 2 3 4 3 6 7 8
T; 0,000 0,500 0,606 0,670 0,715 0,747 0,772 0,792
Rgesame | -1,000 -0,750 -0,674 -0,635 -0,612 -0,596 -0,584 -0,575

Tabelle 1: Transmissivitdten der Einzelschichten und daraus resultierende Ge-
samtreflektivitdten als Funktion der Breite einer Dampfungsschicht

Aus den verschiedenen Naherungen der Transmissivitdt 7' lassen sich die dazu-
gehorigen Dampfungskoeffizienten k& geméfl der folgenden Formeln berechnen:

k—1
Tzexp( ) — k=14+CoulnT (143)
Cou
T’Vl—i—k_1 — k~r1+Cou(T—-1) (144)
~ Cou -
Trak = k~T (145)

4.5.2 Erweiterung auf die gesamte Dampfungsschicht

Es soll jetzt ein Wellenpaket beliebiger Form senkrecht zur Randfliche auf die
Déampfungsschicht zulaufen. Dessen Ausgangsgestalt lasse sich durch die Werte
an diskreten Punkten E; (i € IN) beschreiben. Nach erfolgter Dampfung und Re-
flexion der verminderten Welle bleibt dann eine in den Punkten A; diskretisierte
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Restwelle iibrig. Die E; und A; sollen allerdings kein ortsfestes, sondern viel-
mehr ein mit dem Wellenpaket mitwanderndes Koordinatensystem darstellen.
Weil aber im folgenden die Welle stets auflerhalb der eigentlichen Dampfungs-
schicht betrachtet wird (also einige Zeit vor dem Erreichen der Randschicht bzw.
nach vollsténdiger Passage derselben), 1afit sich auch ein gemeinsamer Ursprung
E; = A; dieser Koordinaten an einer beliebigen (inneren) Stelle des Integrations-
gebietes festlegen.

Die einlaufende Welle habe eine Gesamtbreite von e Gitterweiten, so daf} sie an
den e Gitterpunkten Fy, Fs, ..., E. diskretisiert werden kann. Auflerhalb dieser
e Gitterpunkte sei die anfangliche Auslenkung der betreffenden Funktion iiberall
Null; es soll sich also um eine einzelne Welle ohne ein periodisch wiederkehren-
des Grundmuster handeln. Die nach vollstéandiger Passage der Dampfungsschicht
registrierbare auslaufende Welle setzt sich dann aus verschiedenen Teilwellen
zusammen, welche von unterschiedlichen Ursprungsbereichen der Originalwelle
herriihren, die wiederum an verschiedenen Orten innerhalb der Dampfungsschicht
zuriickgespiegelt werden. Den Anfang dieser auslaufenden Welle — bezeichnet mit
A; — bildet der bereits beim Eintritt in die Dampfungsschicht reflektierte vor-
derste Teil der einfallenden Welle. Anschliefend folgt eine Uberlagerung aus dem
nun erst am zweiten Gitterpunkt der Dampfungsschicht zuriickgeworfenen vor-
dersten Teil der einlaufenden Welle mit ihrem nachfolgenden Teil, der allerdings
bereits beim Eintritt in die ddmpfende Schicht reflektiert wird, wodurch diese
beiden Teile im weiteren Verlauf — bedingt durch deren zeitliche Koinzidenz beim
Austritt aus der Dampfungsschicht — fest miteinander gekoppelt sind.!® Dieser
Uberlagerung wird die Bezeichnung A, zugeordnet. Insgesamt ergibt sich also
eine in den Punkten A, A, ..., A, diskretisierte auslaufende Welle, wobei de-
ren Breite a = e 4 d grofler ist als diejenige der urspriinglichen Welle. Bedingt
durch die Breite d der Dampfungsschicht wird das Wellenpaket nédmlich etwas
auseinandergezogen. Der Zusammenhang der auslaufenden mit der einlaufenden
Welle {iber die Reflektivitiaten der einzelnen Teile der Dampfungsschicht 148t sich
anschaulich in Matrixform darstellen:

A EL 0 0 0 Ry

Al E, By 0 0 T} Ry

2l=| B B2 B0 TP T3 Rs (146)
Aa 0 0 0 0 E )\ 121272 T2,

In analoger Weise a3t sich auch die Reflexion einer periodisch wiederkehrenden
Welle beschreiben. In diesem Fall dndert sich die Periodenldnge von p Gitter-
punkten durch die Reflexion nicht, und die Matrixdarstellung lautet wie folgt:

0Dabei wird eine konstante Phasengeschwindigkeit im Inneren des Modellgebietes vorausge-
setzt.
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E, E,1 ... Bygn

A R

A; E, 1 E,, E, 4 T2 ;32
2= : L . (147)
) Ey Ey oo Epags Rero) 2

AP B, E, N O S g T

Als besonders vorteilhaft erweist sich diese Darstellungsform im Falle der soge-
nannten 2-A-Wellen. Deren Wellenléinge betrigt — wie der Name schon sagt —
gerade die doppelte Gitterweite, also 2 Axz. Die Periodizitdt nach bereits zwei
Gitterpunkten bedeutet, dafl iiberhaupt nur zwei Funktionswerte unterschieden
werden miissen, namlich diejenigen der geradzahligen Gitterpunkte auf der einen
und jene der ungeradzahligen Gitterpunkte auf der anderen Seite. Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit soll angenommen werden, dafl es sich dabei um
die einander abwechselnden Werte +1 und —1 handelt, also um eine normierte
Welle mit der Amplitude Eins. Ein eventuell iiberlagerter konstanter Wert mufl
dabei nicht beriicksichtigt werden, denn dieser Fall wird bereits an anderer Stelle
in Form von hinreichend breiten, also innerhalb der Dampfungsschicht annédhernd
konstanten Wellen behandelt. Wie anhand der Matrixdarstellung unschwer zu er-
kennen ist, weisen auch die reflektierten Wellen wieder eine Periodizitat von 2 Ax
auf:

Ry
A\ 41 -1 (-1 TY Ry
<A2>_<—1 (=) ; (148)
—TfTQZ---TdQ_l

Dariiberhinaus gilt sogar A5 = —A;. Der reflektierten Welle kann daher die Am-
plitude |A;| = | A| zugeordnet werden, die — verglichen mit der auf Eins normier-
ten Amplitude der einfallenden Welle — nach Moglichkeit zu minimieren ist.

4.5.3 Lange Wellen

Ein sehr breites Wellenpaket, dessen Funktionswerte FE; sich innerhalb einer
Entfernung von weniger als d Gitterweiten, also in geringerem Abstand, als es
der Breite der Dampfungsschicht entspricht, nur unwesentlich dndert, bereitet
bei der analytischen Betrachtung der Reflexion die wenigsten Probleme. Wegen
E; =~ F; 4 konnen die Auslenkungen des einlaufenden Wellenpaketes innerhalb
der Dampfungsschicht sogar als jeweils identisch angesehen werden. Diese raumli-
che Homogenitét der E; vereinfacht die obigen Matrixdarstellungen in der Weise,
daf jeweils alle in einer Zeile vorkommenden Auslenkungen F; denselben Wert
E annehmen. In verschiedenen Zeilen der Matrix kann es sich dabei zwar um
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unterschiedliche konstante Werte handeln; dies spielt bei der Betrachtung aber
iiberhaupt keine Rolle, da sémtliche Zeilen der Matrizengleichung in ausgeschrie-
bener Form aquivalent sind:

A = ER\+ET!Ry+...— ET}T; T},
= E(Ri+T{Ry+...—T{Ty---T: ) (149)

Es gilt also nur noch, die Summe aus den diversen Teilreflektivitéiten (verursacht
durch Reflexion in einem bestimmten Teilbereich der Ddmpfungsschicht) zu mi-
nimieren. Fiir in allen Teilschichten gleiche Transmissionskoeffizienten T; = T
ist das Ergebnis bereits bekannt. Nun soll vielmehr untersucht werden, ob und
inwiefern ein bestimmter Verlauf der 7; innerhalb der Dampfungsschicht die Ge-
samtreflektivitdt Rgesamt noch gegeniiber der einfachen Annahme identischer 7;
vermindern kann. Gesucht ist also das betragsméfiige Minimum der Funktion

Ryesamt = (11— 1)+ 17 (To =)+ . .+ TP Ty - (Tyoy — 1) =T¢ Ty -+~ Ty, (150)

Eine notwendige Bedingung stellt in dieser Hinsicht die Forderung dar, dafl samt-
liche partiellen Ableitungen nach den 7} verschwinden miissen. Es bietet sich an,
zuerst die Differentiation nach T;_; durchzufiihren, weil dadurch — wie leicht zu
sehen ist — bereits der gesuchte Wert von T, _; festliegt, anschliefend diesen nun-
mehr bekannten Wert in die zu minimierende Funktion einzusetzen und mit der
partiellen Ableitung nach T,;_5 fortzufahren.

a-Rgesamt

o = TP Ty = 2T T - T7 3Ty q =0 (151)
0Ty

Als Resultat folgt T, 1 = 0,5; dieser Wert liegt innerhalb des erlaubten Wer-
tebereiches von 0 < T; < 1. Das Verfahren ist solange fortzusetzen, bis alle
T;(i=1,...,d — 1) feststehen. Vom Rand ausgehend ergibt sich dann im opti-
malen Fall minimaler Reflexion die in Tabelle 2 dargestellte Folge der Transmis-
sionsfaktoren T;.

l b b—1 b—-2 b—-3 b—4 b—-5 b—-6 b-T
7; | 0,500 0,667 0,750 0,800 0,833 0,857 0,875 0,889

Tabelle 2: Transmissionsfaktoren als Funktion des Abstandes vom Rand

In Abhéngigkeit von der Anzahl d der die Ddmpfungsschicht bildenden Gitter-
punkte ergibt sich dann die Gesamtreflektivitit Rgesame geméfl Tabelle 3.
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d 1 2 3 4 5 6 7 8
Rgesamt | -0,750 -0,667 -0,625 -0,600 -0,583 -0,571 -0,563 -0,556

Tabelle 3: Gesamtreflektivitét als Funktion der Breite der Dampfungsschicht

Ein Vergleich mit den Ergebnissen bei innerhalb der Ddmpfungsschicht konstan-
ten Transmissionsfaktoren T; = T zeigt eine nur unwesentliche Verringerung der
Gesamtreflektivitit Rgesamt. Die grofite absolute Differenz von nur 0,013 ist bei
einer fiinf bis sechs Gitterpunkte umfassenden Dampfungsschicht gegeben (-0,583
gegeniiber -0,596 bei d = 5; -0,571 verglichen mit -0,584 bei d = 6). Dies ent-
spricht einer relativen Verminderung der Gesamtreflektivitit Reesame um lediglich
2,2 %. Bei einem innerhalb der Dampfungsschicht variablen Verlauf der Transmis-
sivitdten T; tritt also gegeniiber einem konstanten Verlauf derselben kein deutlich
erkennbarer Vorteil zutage.

4.5.4 Kurze Wellen

Nun soll die Reaktion der Dampfungsschicht auf eine Einzelwelle bzw. ein Wel-
lenpaket von vergleichbarer Breite mit den Abmessungen des Gebietes, innerhalb
welchem die Dampfung stattfindet, untersucht werden. Wellen dieser Gréflenord-
nung erweisen sich als duflerst problematisch, gilt es doch, mit von den Stromungs-
eigenschaften unbeeinflufiten Dampfungskoeffizienten k; gleichermafien folgende
beiden kontrdaren Wellentypen zufriedenstellend an zu starker Reflexion zu hin-
dern:

Ein Teil der Wellen soll hier als gerade Wellen bezeichnet werden. Diese Wel-
len zeichnen sich ndmlich dadurch aus, dafl das Muster ihrer Auslenkung mehr
oder weniger Achsensymmetrie besitzt. Ein Beispiel hierfiir stellt die Gauflsche
Glockenkurve f(z) = exp(—x?) dar. Wenn demgegeniiber von ungeraden Wel-
len die Rede ist, so sind damit anndhernd punktsymmetrische Wellen gemeint.
Dies trifft beispielsweise auf reine Sinus-Wellen der Form f(z) = sin(z) zu. Wie
die nachfolgenden Ausfithrungen zeigen werden, ist es schlechterdings unmaoglich,
einen optimalen Verlauf der Dampfungskoeffizienten k; zu ermitteln, mithilfe des-
sen gleichzeitig beide derartige Extremfille abgedeckt werden konnen.

Stellvertretend fiir die geraden Wellen sei eine Rechteckwelle!! betrachtet, die
tiber die Funktion f(z) = E ©(e/2—|z|) definiert ist. Der Parameter e steht dabei
wie bisher fiir die Breite des einfallenden Wellenpaketes. Aus der Matrixdarstel-
lung (146) geht hervor, daf die maximale Auslenkung der auslaufenden Welle in

"Die numerische Simulierung von exakten Rechteckwellen ist bedingt durch den idealerweise
senkrechten Abfall des Funktionsverlaufes natiirlich nicht moglich. Sie dienen in der vorliegen-
den analytischen Betrachtung deshalb nur anschaulichen Zwecken.
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ihrem mittleren Bereich auftritt. Unter Verwendung der Breite a dieser auslau-
fenden Welle handelt es sich dabei genauer gesagt um die maximale Auslenkung
Aqsz. Dafl dieser Wert tatsichlich das Extremum der reflektierten Welle darstellt,
liegt daran, weil sdmtliche diskretisierten Auslenkungen F; = E der einlaufenden
Welle dasselbe Vorzeichen aufweisen. Gleiches gilt auch fiir die Teilreflektivitaten
an den einzelnen Teilschichten (R; = T; — 1 < 0 wegen 0 < T; < 1; die am Rand-
punkt selbst reflektierte Welle besitzt sowieso stets ein negatives Vorzeichen —
fester Rand!). Geméf (146) folgt fiir diese maximale Auslenkung

Ao = ERV+ETiRy+...— ET?Ty--- T,
= E(Ry+T?Ry+...—T2T;---T7 ) (152)

Ein Stellvertreter der ungeraden Wellen sei durch die Stufenfunktion f(z) =
EO(1 — |z|) z/|x| definiert. In der Mitte der auslaufenden Welle ist nun kein
Extremum mehr zu erwarten, vielmehr neigen die Komponenten mit +F und —F
in der Auslenkung A,/, dazu, sich gegenseitig zu kompensieren. Die auslaufende
Welle weist allerdings eine deformierte Form des ungeraden Wellentyps auf — mit
zwei Extremwerten unterschiedlichen Vorzeichens bei A,/, und Az, /4.

Agjy = +E (R + TP Ry+ ...+ TP T3 'T3/271 R?l/2) (153)

Asap=—E (VTS Tip Rappy + - = Y T3+ T ) (154)

Ist eine moglichst geringe Gesamtreflektivitit Rgesam: gefordert, so sind dabei
beide Extremwerte A,/, und As,/s zu beriicksichtigen. Das Minimum A,/ < 0
(wegen R; = T; — 1 < 0) weist dann die geringsten Absolutbetrige auf, wenn
Ry~ Ry~ ...~ Ry, =0 gilt und aufgrund R; = T; — 1 entsprechend die einzel-
nen Transmissivitdten 77, T, ..., T,/2 nahe bei Eins liegen. Wie némlich bereits
gezeigt wurde, bringt ein variabler Verlauf der Transmissionsfaktoren 7} inner-
halb der Dampfungsschicht praktisch keinerlei nennenswerten Vorteil gegeniiber
einem optimierten durchweg konstanten Wert, so dafl es durchaus gestattet ist,
ohne allzu grofle Einschrinkung eine solche konstante Transmissivitat T; = T
der einzelnen Teilschichten anzunehmen. Das Maximum As,/4 > 0 ist hingegen
dann am geringsten, wenn —im Falle T; =T - T =~ Ty ~ ... = T;_1 ~ 1, also
alle T; verschwinden; es reicht aber bereits, wenn nur eines der T, Ty, ..., Ty
verschwindet, da diese zugleich in jedem Summand auftreten. An dieser Stelle
zeigt sich bereits der Widerspruch: Um die geringsten positiven Werte zu erhal-
ten (an der Stelle 3a/4), soll T; (1 < ¢ < d/2) moglichst nahe bei Null liegen.
Die kleinsten negativen Ausschldge (an der Stelle a/4) treten im Gegensatz dazu
fiir Werte der T; (1 < i < d/2) auf, die moglichst wenig von Eins abweichen.
Wie oben bereits dargelegt wurde, sind fiir sehr breite Wellen, die im Hinblick

95



auf die Dimensionierung der Dampfungsschicht anndhernd homogene Funktions-
werte aufweisen, Transmissivitdten im Bereich zwischen 0,5 und 0,9 ideal. Alle
diese Fille konnen selbstversténdlich niemals von einer — wie auch immer gearte-
ten — Dampfungsschicht gleichermafien erfolgreich bewéltigt werden; man kommt
vielmehr nicht umhin, Prioritdten zu setzen zugunsten derjenigen Wellentypen,
die unter allen Umsténden nur stark vermindert zur Reflexion gelangen sollen.
Zwangsldufig bedeutet dies allerdings fiir Wellenpakete bestimmten Ausmafles
ungiinstigere Dampfungs- und damit Reflexionseigenschaften, was aber in Kauf
genommen werden kann, sofern es sich dabei um — der Wahrscheinlichkeit nach
zu urteilen — eher seltene Erscheinungen handelt.

Bleibt abschlieSfend noch, das Verhalten der Wellen mit der kiirzestméglichen
Wellenlénge, der sogenannten 2 A-Wellen, beziiglich der Dampfungsschicht zu
untersuchen. Geméafl der Matrixdarstellung (148) bewirken sie folgende Gesamt-
reflektivitdt Rgesamt, die sich aus der Amplitude der zuriickgeworfenen 2 A-Welle
ergibt:

Rycsamt = £(R1 —TE Ry + TETE Ry — + .. (=) T2T3T2---T7 ) (155)

Der Betrag dieser Reflektivitat ist durch geeignete Wahl der 7; zu minimieren.
Durch die in der Funktion auftretenden alternierenden Vorzeichen ist es problem-
los moglich, fast beliebig kleine, nur wenig von Null abweichende Gesamtreflek-
tivitdten zu erhalten, sofern die Teilreflektivitéiten benachbarter Schichten nahe
beieinander liegen. Letzteres ist mit zunehmender Breite der Dampfungsschicht
unter Annahme eines monotonen Verlaufes der 7; in zufriedenstellender Weise ge-
geben. Obwohl an dieser Stelle bereits anklingt, dafl die 2-A-Wellen — zumindest
bei der hier gewihlten Betrachtungsweise — kaum Probleme bei der Reflexion
bereiten, seien dennoch der Vollstdndigkeit halber die mit den bereits bekann-
ten, oben angewandten Methoden berechneten optimalen Werte der Transmis-
sionsfaktoren T; wiedergegeben, die zu minimaler Reflexion der 2 A-Wellen in
der Dampfungsschicht fithren. Bei Annahme rdumlich homogener, also durchweg
konstanter T; = T" ergibt sich das in Tabelle 4 wiedergegebene Resultat.

d 1 2 3 4 5 6 7 8
T; 0,618 0,640 0,755 0,733 0,813 0,784 0,847 0,816
Rgesamt | 0,000 0,380 0,000 0,243 0,001 0,180 0,000 0,145

Tabelle 4: Gesamtreflektivitdat der Dampfungsschicht gegeniiber 2-A-Wellen
Es geniigt also bereits, wenn die Dampfung der Funktionswerte an nur einem Git-

terpunkt durchgefiihrt wird. Die Gesamtreflexion betriagt dann nédmlich Rgesamt =
T — 1+ T7?. Diese Funktion hat innerhalb des Wertebereiches von 0 < T < 1 eine
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Nullstelle bei 7' = (—1++/5)/2 ~ 0,618. Dabei handelt es sich selbstversténdlich
gleichzeitig auch um das Minimum des Betrages von Rgesamt, 50 dafl die Forderung
nach geringstmoglicher Reflexion damit erfiillt ist.

4.5.5 Unterdriickung kurzwelliger Stérungen

In der Praxis stellt sich das Problem der 2-A-Welle normalerweise nicht in der
hier betrachteten Weise, sondern in einer etwas anderen Form. Die durch diese
Art Wellen verursachte Reflexion alleine ist ndmlich nur bedingt aussagekréftig,
vielmehr kommt die eigentliche Bedeutung erst der Uberlagerung von einfallender
und zuriickreflektierter Welle zu. Bisher wurde streng zwischen diesen beiden
gegenlaufigen Wellen unterschieden. Das war deshalb moglich, weil die Wellen
in Form von rdumlich begrenzten Wellenpaketen betrachtet wurden. Bei den 2-
A-Wellen handelt es sich aber dem Wesen nach um periodisch wiederkehrende
Strukturen, die durch numerische Effekte entstehen und sich resonanzidhnlich
mit der Zeit aufschaukeln konnen. Gerade dies gilt es zu verhindern, indem die
Randbedingungen so gewéhlt werden, dal im Randbereich beinahe zwangslaufig
entstehende oder sich verstédrkende derartige Wellen mit der Wellenlédnge 2 Ax
nachhaltig unterdriickt werden. Im folgenden soll hierzu der Argumentation von
Lehmann (1993) gefolgt werden.

Der Einfachheit halber soll als prognostisches Modell eine reine Advektionsglei-
chung dienen. In der Dampfungsschicht fithrt dies zu folgender Gleichung:

et =k f (156)

Wird die darin vorkommende Ortsableitung 0 f /Ox durch eine zentrierte Differenz
ersetzt, so lautet die nunmehr an den Gitterpunkten diskretisierte Gleichung:

afz C
- irn — fic1) = —ki fi 157
Die Dampfungsschicht liege im Bereich der d Gitterpunkte ¢ = 1, 2, ..., d. Es

gilt dann k; > 0 fiir 1 <4 < d. Fiir alle {ibrigen Werte von i ist hingegen k; = 0.
Im stationéren Zustand vereinfacht sich die diskretisierte Gleichung zu

c
2 Az

Auflerhalb der Dampfungsschicht, also im Inneren des Gebietes, folgt daraus we-
gen k; = 0 die Beziehung f;11 = f;_1, wodurch eine Welle mit der Wellenlédnge
2 Az, namlich der doppelten Gitterweite, charakterisiert ist. Dieser numerisch
bedingten Welle wird die als Anfangsbedingung vorgegebene konstante Welle
f; = f = const. iiberlagert. Die Amplitude der 2 A-Welle wird als proportional

(fir1 — ficr) = —ki fi (158)
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zur Auslenkung f der einfallenden Welle angenommen. Die Proportionalititskon-
stante r 148t sich auch als Reflexionskoeffizient auffassen. Diese Interpretation
148t sich damit begriinden, dafl die reflektierte Welle und damit auch deren Am-
plitude von der Auslenkung der sie verursachenden einfallenden Welle abhéngt
und bei Verschwinden der letzteren ebenfalls vollstdndig zum Erliegen kommen
mufl. An den einzelnen Gitterpunkten wechseln sich deshalb die Funktionswerte
folgendermaflen ab:

faic1 = Jf-i-
f

) f (159)
fQi = ]E

(160)

Das Verhéltnis aus den Auslenkungen an zwei benachbarten Gitterpunkten be-
tragt also fo;/fai—1 = (1—7)/(1+r). Einen alternativen Ausdruck fiir diesen Wert
erhélt man bei Betrachtung der diskretisierten stationdren Démpfungsgleichung
im Gebiet mit k; > 0.

~fa1+ ki fa =
fa— fa—2a+ K5y far

I
o o

: (161)
fs—fitkife = 0

fo—fot ki fi =
Dabei sind in &} := 2 Ax/ck; die auftretenden Konstanten zusammengefafit wor-

den. Der Reihe nach ergibt sich anschliefend durch Einsetzen der jeweils zuvor
berechneten Werte

1
fd — Igfd—l
/ —
d-1 = 77 1 Jd-2
kit
(162)
1
fl = —1f0
kf+kg+...+%

Am Ubergang in die Dampfungsschicht kénnen die beiden Ausdriicke gleichge-
setzt werden.
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Jo 1-—7 1
49— =k — 163
fi 1+ R4+ L (163)

Der Reflexionskoeffizient betragt dann

1—kr—

1
kX 4.+
2 k;

_ 164
Ty PR (164)

k;+...+%

Die Dampfungskoeffizienten k; sind so zu berechnen, daf fiir einen Bereich der
Wellengeschwindigkeit cpin < ¢ < ¢pax bzw. — was dquivalent ist — der Courant-
Zahl Coupin, < Cou < Coupay, der maximal mogliche Reflexionskoeffizient mi-
nimiert wird. Die kleinste, noch zu beriicksichtigende Wellengeschwindigkeit ist
durch die gesamte Integrationszeit 7" in Verbindung mit der Dicke d der Damp-
fungsschicht geméB cyin = 2d Az /T vorgegeben. Mit dieser Geschwindigkeit pro-
pagierende Wellen legen innerhalb der Simulationszeit einen der doppelten Breite
der Dampfungsschicht entsprechenden Weg zuriick und koénnen deshalb gerade
die Dampfungsschicht in voller Lange durchlaufen, ohne danach im Inneren des
Gebietes noch Reaktionen hervorzurufen. Die grofite zugelassene Wellengeschwin-
digkeit ist durch das Courantsche Stabilitédtskriterium ¢ At/Az < 1 vorgegeben;
demnach gilt ¢ = Az/At.

Gesucht wird also das Minimum der Reflektivitét |r(Cou)l:
min {rgax{|r(00u)|, Cotmin < Cou < C’oumax}} (165)
d ou

Zunéchst werden dazu einige vereinfachende Schreibweisen eingefiihrt. Mit b :=
Cou™" und K :=2ay folgt

2

K= c%i = Kb (166)
Nach ldngerer Rechnung (ausgehend von einer Optimalitéitsbedingung) kommt
Lehmann auf einen Algorithmus, mithilfe dessen im Falle, daf} d eine Zweierpotenz
darstellt, sich der am besten geeignete Verlauf der «; auf einfache Weise induktiv
berechnen 148t. Die Beschrankung von d auf Potenzen mit der Basis Zwei stellt
dabei keine wesentliche Beeintrachtigung dar, weil diese Werte von d der géngigen
Praxis entsprechen. Ublich ist d = 8, es wird aber auch teilweise mit d = 4
operiert.

Als Startwerte des Algorithmus dienen die Zahl py := \/ CoUmayx /COUmin, in die
das Verhéltnis aus grofiter und kleinster Courant-Zahl eingeht, sowie die beiden
Polynome in b, P;(b) = b und @4(b) = 1. Sind py und die Funktionen Py (b) und

29



Qr(b) bekannt, so lassen sich daraus iiber die folgende Induktionsvorschrift die
entsprechenden Werte mit dem Index 2 k£ berechnen:

Hi + -
Pok =\ a (167)
Py = P+ Q5 (168)

Q2 :ZQMQkPka:mPka (169)

Sowohl Pyj als auch @9y stellen dann wieder ganzrationale Polynome in b dar,
wenn dies bereits auf die Vorgéngerfunktionen Py (b) und Q(b) zutrifft.

Die Induktion ist solange fortzusetzen, bis die Funktionen P;(b) und Q4(b) fest-
liegen. Wie Lehmann in seinen Ausfithrungen zeigt, entspricht deren Verhéltnis
gerade dem gesuchten Kettenbruch:

Py(b) 1
= Kb+
Qa(b) ! Kfb+...+

; (170)

+
Kb

Dieser Kettenbruch liegt demnach in einer aufgelosten Form als Quotient zwei-
er Polynome in b vor. Die Koeffizienten K", ..., K lassen sich dann aber ohne

weiteres aus dieser Darstellung ermitteln. Mit p := \/ Colpax /Cotmin gilt bei-
spielsweise:

Py(b) KfKS 0 +1 0 +1

Q2(b) K;b 1
2 (u—l—u)b
Py(b) K Kf K Kfb*+ (K{ Ky + K{ Kf + K K)1? +1
Qs(b) K K K0+ (K 4+ Kb
VP42 (1+p+1)0?+1

+1
2\ 55+ L+ 208+ )

Tritt anstelle eines ganzen Spektrums von Courant-Zahlen Coup;, < Cou <

Counmax nur eine einzige auf, gilt also pu = \/ Colmax/Cotm, = 1, dann ver-
einfachen sich diese Ausdriicke und lassen Vergleiche mit den frither erhaltenen
Ergebnissen von Verldufen der Dampfungskoeffizienten oy, zu.
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Pyb) KKV +1 0P +1 173

Q2(b) K5 b - 2b (173)

Py(b)  K{ K Kf Kfb'+ (K K + K Kf + K5 K[)b*+1

Q) K§ KF K0+ (Kq + Ki)b

b +60%+1
4634+ 40 (174)
Im einzelnen ergeben sich die in Tabelle 5 dargestellten Resultate.

d Cou Qaq Qo Qs Qy Qs Qg ay asg T max
2 1 0,667 0,333 0,000
2 0,1 0,167 0,048 0,000
2| 0,01 0,020 0,005 0,000
21 0,1-1 | 0,455 0,107 -0,137
21 0,01-1 | 0,310 0,022 -0,348
2 10,001-1 | 0,201 0,004 -0,598
4 1 0,762 0,610 0,444 0,200 0,000
4 0,1 0,242 0,135 0,074 0,024 0,000
41 0,01 0,031 0,015 0,008 0,002 0,000
41 0,1-1 |0,598 0,349 0,176 0,056 -0,009
41 0,01-1 | 0,498 0,176 0,047 0,009 -0,074
410,001-1 | 0,419 0,082 0,011 0,001 -0,185
8 1 0,827 0,731 0,652 0,575 0,492 0,396 0,276 0,111 | 0,000
8 0,1 0,323 0,214 0,158 0,119 0,088 0,062 0,037 0,012 | 0,000
81 0,01 0,046 0,027 0,018 0,013 0,010 0,007 0,004 0,001 | 0,000
8] 0,1-1 |0,701 0,537 0,407 0,300 0,214 0,144 0,084 0,029 | 0,000
81 0,01-1 | 0,629 0,404 0,237 0,128 0,066 0,033 0,016 0,005 | -0,003
8 10,001-1 | 0,573 0,300 0,130 0,051 0,019 0,007 0,003 0,001 |-0,017

Tabelle 5: Verlaufe des Dampfungskoeffizienten «; unter verschiedenen Nebenbe-
dingungen [nach Lehmann(1993)]

Zum Vergleich bieten sich die 1977 von Kallberg angegebenen empirischen, nach
der Formel oy, = 1 — tanh(0,5 k) berechneten Kombinationskoeffizienten an (Ta-
belle 6).

Die Abbildungen 3 und 4 zeigen den Verlauf des Mischungskoeffizienten «; im
Randbereich. In Abbildung 3 sind konstante, den gesamten Integrationszeitraum
iiber unveridnderliche Koeffizienten dargestellt (nach Angaben aus der Literatur),
wohingegen die Abbildung 3 unter Beriicksichtigung der gerade vorherrschenden
Courantzahl C'ou stets neu zu berechnende Werte beinhaltet. Es sind dabei sowohl
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(65} (6] (6% QY (071 (674 (0%4 ag
0,538 0,238 0,095 0,036 0,013 0,005 0,002 0,001

Tabelle 6: Verlauf der Mischungskoeffizienten nach Kallberg (1977)

homogene, d.h. in der gesamten Mischungsschicht identische, als auch inhomoge-
ne, d.h. vom Abstand zum Randpunkt abhéngige Koeffizienten aufgefiihrt.

1 : % T x x x x x x ]
- o i ° ° ] Kallberg
A * ° o | Lehmann fiir Cou = 0,001-1
§ X * | Lehmann fiir Cou = 0,001
% X * Lehmann fiir Cou = 0,01-1
0.1 ¢ A % ° = Lehmann fiir Cou = 0,1
r X X YA 1 Lehmann fiir Cou = 0,1-1
Mischungs- i O S x A . 1 Lehmann fiir Cou = 1
koeffizient 0
B O O + X 1
0.01 £ g AN
E H ]
& . X 1
+ 4
e A
0.001 ! ! ! ! ! ! ! ot
1 2 3 4 5} 6 7 8

Abstand vom Rand

Abbildung 3: Konstante Mischungskoeffizienten «; in Abhéngigkeit vom Abstand
zum Rand

Sowohl in Abbildung 3 als auch in Abbildung 4 zeigt sich, daf§i Stromungen
mit groBeren Courantzahlen generell auch groflere Werte der Mischungs- bzw.
Dampfungskoeffizienten bendtigen, also einer stéarkeren Dampfung bediirfen. Dies
hangt mit der unterschiedlichen Fortbewegungsgeschwindigkeit (in Gitterpunkten
je Zeiteinheit) zusammen: Geringere Courantzahlen gehoren zu Wellen, die sich
langer in der Dampfungsschicht aufhalten und deshalb trotz geringerer Damp-
fungskoeffizienten zufriedenstellend abgeschwécht werden koénnen. Nach Abbil-
dung 4 stellen die homogenen Mischungskoeffizienten in guter Naherung das
arithmetische Mittel der inhomogenen Entsprechungen dar.

4.6 Das Verhalten der Anpassungsschicht gegeniiber ei-
nem Aufleren Antrieb

Bisher wurde der Verlauf der Kombinationskoeffizienten «; in der Anpassungs-
schicht bereits als monoton steigend vorausgesetzt, wobei als Grenzfall auch
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Abbildung 4: Variable, von der aktuellen Courantzahl C'ou abhéngige Mischungs-
koeffizienten «;(Cou) in Abhéngigkeit vom Abstand zum Rand

a; = «, also ein unverdnderlicher Wert der Dampfungskoeffizienten zugelassen
wurde. Im inneren, vom externen Antrieb unbeeinfluften Bereich des hochauf-
gelosten Modells gilt «; = 0, weil dort keine Vermischung der Funktionswerte f
und f der beiden Gebiete stattfinden soll. Hinsichtlich des Randpunktes selbst er-
scheint es dagegen zunéchst zweckméfig, dort generell oy, = 1 zu fordern, um die
vollsténdige Adaption von aulen kommender Wellen sicherzustellen. Unterschei-
den sich die beiden Modelle nur in der rdumlichen Auflésung ihrer Gitternetze
und ist vor allem die Physik in beiden Gebieten dieselbe, so verhilt sich eine am
Randpunkt vollstandig iibernommene Welle im nunmehr besser aufgelosten Be-
reich nicht wesentlich anders, als es der Fortschreibung ihres Bewegungszustandes
im duBeren Modell entspriche. Dennoch auftretende Differenzen beim Ubergang
von einem Netz mit groberer Maschenweite in ein entsprechend feiner gekniipf-
tes, welche von der Art der Interpolation der Funktionswerte an den zusétzlich
hinzukommenden Gitterpunkten herriihren, sollen dabei vorerst unberiicksichtigt
bleiben.

Fiir den duflersten Punkt der Anpassungsschicht a;, = 1 zu fordern, erweist sich
bei nidherer Betrachtung letztlich aber nur dann als unbedingt notwendig, wenn
die Anpassungsschicht wirklich nur aus diesem einen Punkt bestiinde (und da-
mit iiberhaupt keine , Schicht“ im eigentlichen Sinne mehr darstellen wiirde).
Tatséchlich geniigen bereits geringere Werte der «; in der Anpassungsschicht,
um eine weitgehende Ubertragung der von aufien kommenden Wellen ins Innere
zu ermoglichen. Dies gelingt um so besser, je breiter die Anpassungsschicht ist,
weil dann auch bereits kleinere Mischungsverhéltnisse «; ausreichen:
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Am Randpunkt wird der Anteil oy, (0 < oy, < 1) des Funktionswertes des dufleren
Gebietes iibernommen; dort gilt also f, = a fb. Wiren alle anderen «; (i < b)
identisch Null, so wiirde die um den Faktor «; verminderte Welle weiter ins
Innere transportiert. Nun hat aber normalerweise auch «ay_; einen endlichen, von
Null verschiedenen Wert, so dafl an der Stelle x;,_; der dortige Wert des dufleren
Modells zu einem Anteil von a;_; iibernommen wird. Dazu ist jetzt aber noch
der sich bereits im inneren Gebiet befindliche Teil der Welle zu addieren. Geméf
der Linearkombination f; := o, f; + (1— ) f; hat dies mit dem Faktor (1 — ;) zu
geschehen, so dafl sich am Punkt x;,_; insgesamt folgender Funktionswert ergibt:

foor = ap fjb—l + (1 —ap-1) fb—l~
= o1 foo1+ (1 — 1) Qp Jo—1 (175)
= [ap-1+ (1 —ap-1) ap] fo1

Die dabei zur Verwendung kommende Beziehung foo1 = fb,l folgt aus dem
entsprechenden Ausdruck f, = « f, unter Beriicksichtigung des gleichartigen,
parallelen Verlaufes der Welle in den beiden einander iiberlagerten Gebieten.

Dieses Verfahren 148t sich entsprechend fortsetzen, bis die gesamte Anpassungs-
schicht durchlaufen ist und die Welle von nun an ungehindert weiter ins Innere
des hochauflésenden Modellbereiches hinein propagieren kann. Die néchsten Be-
ziehungen lauten dann:

fooo = {apa+ (1 —apa)[aps+ (1 —ap1)aw}frs ~(176)
Jo-3 (ap—3 4+ (1 —op—g) {ap—2 + (1 — ap—2)[op—1 + (1 — ap—1) au}) fu77)

Fiir ein einfaches Zahlenbeispiel zur Demonstration der Wirksamkeit des &ufleren
Antriebes soll es geniigen, konstante «; = a zu betrachten. Dann lassen sich die
obigen Gleichungen auch in ausmultiplizierter Form iibersichtlich darstellen:

f = af (178)
foror = (2a— 042) fb—l (179)
fros = (Ba—-3a*+a% fy_s (180)
fo—s = (da—6a*+4a® —a?) fb—g (181)
fis = (Ba—10a*+100® — 50" +a°) fy_ (182)
fo-s = (6a—15 a?+20a —15a* +6a° — aﬁ) ]Eb—5 (183)
frs = (Ta—21a?+350° 350" +21a° — 7’ +a7) fye (184)
frr = (8a—28a°+560° —T0a" +560° — 28a° +8a” — a®) f, 185)
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Tabelle 7 gibt die allméhliche Anpassung des inneren Modells an eine von auflen
vorgegebene Auslenkung in Abhéngigkeit von den konstanten Anpassungskoeffi-
zienten a; = a und der Entfernung von der Randfliche wieder.

a=01|a=03|a=05|a=07]a=0,9
Io/ fo 0,100 0,300 0,500 0,700 0,900
fo—1/fo—1 | 0,190 0,510 0,750 0,910 0,990
fo—a/fo—2 | 0,271 0,657 0,875 0,973 0,999
fo—3/fo—3 | 0,344 0,760 0,938 0,992 1,000
fo—a/fo—a | 0,410 0,832 0,969 0,998 1,000
fo—s/fo—5 | 0,469 0,882 0,984 0,999 1,000
fo—6/fo—6 | 0,522 0,918 0,992 1,000 1,000
fo—7/fo—7 | 0,570 0,942 0,996 1,000 1,000

Tabelle 7: Anpassung des Nestes an einen dufleren Antrieb

4.7 Verringerung der Phasengeschwindigkeit in der An-
passungsschicht

Wie bereits gezeigt wurde, ist die Phasengeschwindigkeit im genesteten Gebiet
grofer als im alles umfassenden breitmaschigeren. Nach Abbildung 5 ist dann bei
Propagation von links nach rechts der im feineren Gebiet verlaufende Wellenzug
schneller als der im groberen Gebiet verbleibende [Paschen (1980)].

Der Wert f’ im feineren Gebiet entspricht im groberen gerade f , eilt hinsicht-
lich der Phase aber um Az voraus. Dort, wo im groberen Gebiet der Wert f
herrscht, sei f der an derselben Stelle auftretende Wert des genesteten Gebie-
tes, so dafl infolge der gewichteten Mittelung der einander entsprechenden Werte
beider Modelle gemi f := a(x) f + [1 — a(z)] f hier gilt:

f=f+alz)(f-f) (186)
Wegen f = f' folgt weiter

f:zf—k&(x)Axf/A_f%f—Fd(x)

of
Ox

(187)

Dabei wird der modifizierte Mischungskoeffizient &(z) := a(z) Ax eingefiihrt. Als
einfachste Anwendung soll wieder die Advektionsgleichung d0f /0t 4+ cdf/0x =0
mit konstanter Phasengeschwindigkeit ¢ dienen. Wird diese in Gleichung (187)
eingesetzt, so ergibt sich
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feines Gitter

Az

Ausbreitungsrichtung =—-

grobes Gitter

~

Abbildung 5: Auswirkung der vergroferten Phasengeschwindigkeit im Nest

of . 0*f of oaof ., OPf\

of oa\ of o*f o0 f
8t+c<1+8x>8x+a(x) <3x8t+cﬁx2> = 0 (189)
of oa\ of g (of  of
8t+c<1+8x>(%+a(x)&v<8t+cax> = 0 (190)

Im Inneren des eingebetteten feinskaligeren Gebietes, also auflerhalb der Mi-
schungsschicht, unterliegt der Wert f keinerlei Anderungen durch &ufere Ein-
fliisse. Wegen a@ = 0 (und damit auch da/dxr = 0) folgt dann in diesem un-
gestorten zentralen Bereich 0f /0t+cdf/0x = 0, dort gilt also die reine Advekti-
onsgleichung. In der Randzone kommt hingegen bedingt durch « # 0 der Damp-
fungsterm a(x) 9/0x (0f /0t + cOf /Ox) hinzu. Zuséatzlich erfihrt die Phasenge-
schwindigkeit im Randbereich eine Modifikation gemé8 ¢ := ¢ (1 4+ d&/0x). Beim
Eintritt in die Mischungszone nimmt der Einflul des d&ufleren, steuernden Model-
les ab, also gilt 9&/0x < 0, und die Phasengeschwindigkeit ¢ = ¢ (1+90a&/0z) < ¢
verringert sich im Vergleich zu ihrem wahren Wert c. Demgegeniiber wird die
Welle am Ausflufirand des genesteten Gebietes beschleunigt, da wegen der Zu-
nahme des Einflusses von auflen auch &(x) wieder ansteigt, was in 0&/dxz > 0
zum Ausdruck kommt, woraus schlielich ¢ = ¢ (1 4 d&/dz) > ¢ folgt. Die un-
erwiinschte Verlangsamung beim Eintritt bzw. Beschleunigung beim Austritt aus
dem inneren, eingebetteten Gebiet 148t sich allerdings dann am geringsten halten,
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wenn man den Verlauf des Mischungskoeffizienten a(z) dergestalt wihlt, dafl die-
ser von der Randfliache aus gesehen moglichst rasch abfillt, so dafl gleiches auch
fiir dessen Ableitung Oa/Ox gilt. Derartige Anforderungen werden beispielsweise
von den Exponentialfunktionen erfiillt.

4.8 Das Randverhalten von positiv definiten Wellen

Bis hierher ist bei der Betrachtung von Wellen jeglicher Art hinsichtlich ihres
Verhaltens im Randbereich der Simulationsgebiete stillschweigend davon aus-
gegangen worden, dafl positive wie negative Auslenkungen der Wellen aus ei-
ner willkiirlich gewahlten Null- oder Ruhelage gleichermafien erlaubt sind und
dariiberhinaus auch vollig gleichberechtigt nebeneinander auftreten. Das ist al-
lerdings in der Realitéit nicht immer der Fall. So sind beispielsweise die Werte-
bereiche sémtlicher thermodynamischer Variablen wie Dichte, Druck und Tem-
peratur, aber auch der Stoffmenge durch eine feste Begrenzung nach unten hin
beschrénkt, so daf§ diese Grofien keine negativen Werte annehmen kénnen.

Werden gewthnliche (z.B. mechanische oder elektromagnetische) Wellen an einem
festen Rand zur Umkehr gezwungen, so ist dies mit einem Phasensprung um 180°
bei der Reflexion verbunden. Die positive Auslenkung eines Wellenabschnittes
kehrt sich nach dem Auftreffen auf den Rand um und verlduft fortan im negativen
Bereich. Fiir den entgegengesetzten Fall mit anfinglich negativer Auslenkung gilt
die kontrare Aussage.

Sollte eine bestimmte Art Wellen hingegen eine solche Invertierung des Vorzei-
chens der betrachteten Grofle nicht zulassen, dann ist die analytische Betrach-
tung in den vorhergehenden Abschnitten dementsprechend zu modifizieren. In
diesem Fall andert sich namlich die Reflektivitat R; des i-ten Teilbereiches der
Déampfungsschicht. Wenn das betreffende Teilgebiet die Transmissivitat T; auf-
weist, dann gilt fiir derartige Wellen mit positiv definiter Auslenkung R; = 1 —T;
(im Gegensatz zu R; = —(1 —T;) = T, — 1 bei gewthnlichen Wellen). Dies
hat auf die Matrixgleichungen (146)—(148) allerdings nur die eine Auswirkung,
dafl ndmlich sédmtliche Elemente des aus den Teilreflektivitdten an den einzelnen
Schichten aufgebauten Vektors auf der rechten Seite jener Gleichungen ihr Vor-
zeichen umkehren (dies gilt auch fir die Reflexion an der letzten Schicht, d.h. an
der Randfliche selber; deren Teilreflektivitit betriigt nun +72 T3 --- T2 | anstelle
des Inversen dieses Ausdruckes).

Folglich wirkt sich die Einschrinkung der Funktionswerte auf den positiven Be-
reich nur auf das Vorzeichen der Gesamtreflektivitdt aus, nicht aber auf deren
Betrag; im speziellen bleibt der optimale Verlauf der Mischungskoeffizienten «;
unangetastet, so daf§ sémtliche bisher erhaltenen Resultate auch auf diesen Wel-
lentyp iibertragen werden konnen.
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5 Ubertragung der Randbedingungen auf nu-
merische Modelle

Die im vorangehenden Kapitel erlangten theoretischen Kenntnisse tiber das Ver-
halten von Wellen am offenen und genesteten Rand verlangen nun nach einer Ve-
rifizierung am numerischen Modell. Hierzu werden in diesem Kapitel zundchst die
verwendeten Modelle, ein eindimensionales Flachwassermodell sowie das komple-
ze, dreidimensionale KAMM (Karlsruher Atmosphdrisches Mesoskaliges Mo-
dell), vorgestellt und auf zu beachtende Besonderheiten in der Handhabung dieser
beiden Modelle hingewiesen.

5.1 Ein eindimensionales Flachwassermodell

Reflexion von nach auflen laufenden Storungen erfolgt dann am ehesten, wenn
das zugrundeliegende Modell Wellenlésungen erlaubt. Deshalb ist es sinnvoll, als
einfachstes Modell die eindimensionale Wellengleichung als Beispiel einer hyper-
bolischen Differentialgleichung zu betrachten:

*f _ L 0°f

In der Literatur werden zur Uberpriifung von speziellen Randbedingungen héufig
eindimensionale Flachwasserwellen eingesetzt [z.B. bei Durran et al. (1993), Kan-
tha et al. (1990), Lehmann (1993)]. Deren Phasengeschwindigkeit ist hthenun-
abhiingig und berechnet sich zu ¢ = g H mit der Erdbeschleunigung g ~ 9,81 m//s?
und der Dicke der Atmosphérenschicht, innerhalb derer sich die Flachwasserwel-
len ausbilden, bzw. der Tiefe des Sees oder Meeres in der Ozeanographie. Das
Vorkommen solcher dispersionsfreien langen Wellen beschréankt sich auf inkom-
pressible Medien; zusétzlich wird die Giiltigkeit der hydrostatischen Grundglei-
chung vorausgesetzt. In der Meteorologie treten die Flachwasserwellen deshalb
vornehmlich im Zusammenhang mit der sogenannten homogenen Atmosphdre in
Erscheinung.

Die zweiten Ableitungen nach der Zeit ¢t und nach dem Ort 2 werden beide mittels
zentrierter Differenzen berechnet:

g [ S =2
2 At? 2 A2

Dabei bedeutet f]' den Funktionswert der Funktion f an der Stelle z = z¢ +
1 Ax zum Zeitpunkt ¢ = n At. In eine prognostische Form gebracht, lautet die
Differenzengleichung

(192)
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n n n— At2 n n n
Frt =g e s (- 200 ) (193)

5.2 Der unterschiedliche Charakter von Differentialglei-
chungen

Allgemein werden drei Unterarten von Differentialgleichungen unterschieden: el-
liptische, parabolische und hyperbolische. Elliptische Differentialgleichungen wie
z.B. die Poisson-Gleichung A f(Z) = ¢(Z) weisen in der Regel nur raumliche Dif-
ferentiale auf; ihre Losungen sind unabhéngig von der Zeitkoordinate und damit
stationdr. Damit eriibrigt sich die Vorgabe von Anfangswerten. An festzulegenden
Nebenbedingungen bleiben deshalb nur die Werte an den Réndern des Integrati-
onsgebietes. Bedingt durch die Stationaritéit der Losung handelt es sich bei diesem
Gebiet gewOhnlich um ein begrenztes Volumen. Demnach liegt der klassische Fall
eines Randwertproblems vor — mit vollstédndiger Spezifizierung aller Variablen auf
dem gesamten Rand.

Bei parabolischen (z.B. df/0t = Af) und hyperbolischen (z.B. 92f/0t? = Af)
Differentialgleichungen tritt die zeitliche Komponente hinzu. Geméf eines An-
fangswertproblems sind Startwerte der auftretenden Unbekannten vorzugeben.
Wiirde man zusétzlich am gesamten Rand des ausgewéhlten Integrationsgebie-
tes die Werte samtlicher Variablen vorgeben, so fiihrte dies zum Auftreten einer
Uberspezifizierung der verwendeten Parameter im Randbereich. Bei einer nume-
rischen Simulation treten dann aber Storungen in Form von Abweichungen der
Eigenschaften der Differentialgleichung vom theoretisch zu erwartenden Verhal-
ten auf.

Es diirfen also immer nur an Teilen des Randes unabhéngige Werte der beteiligten
Variablen vorgegeben werden. Moglich ist allerdings auch die Beschrédnkung der
Anzahl der am Rand festgelegten Unbekannten selbst, so dafl — z.B. in Abhéngig-
keit von den ortlichen Stromungsgegebenheiten — zwar einzelne Variablen am
Rand vorgegeben werden, andere hingegen frei bleiben, um eine méglichst unge-
hinderte Dynamik der numerischen Simulation zu gewéhrleisten. Auf die Vorgabe
von Randwerten kann allerdings nicht voéllig verzichtet werden, wenn es beispiels-
weise darum geht, ein genestetes Gebiet einer makroskaligen Steuerung von auflen
zu unterwerfen. Um eine dahingehende Informationsiibertragung zu erméglichen,
ist die Spezifizierung der betreffenden Variablen im FEinstrombereich des Ne-
strandes unabdinglich. Am Ausstrémrand ist eine derartige, enge Kopplung hin-
gegen nicht notwendig und ist vielmehr zur Vermeidung {iberméfliger Stérungen
tunlichst zu unterlassen. Die Unterscheidung von Einstrom- und Ausstréomrand
bezieht sich dabei auf diejenigen Teilbereiche der Umrandung des Integrations-
gebietes, an welchen zu einem bestimmten Zeitpunkt gerade ein Antrieb von
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auflen erfolgt (im Falle des Einstromrandes) bzw. an denen eine von innen kom-
mende Stromung anliegt (letzteres wird als Ausstromrand bezeichnet). Weder
Einstrom- noch Ausstromrand sind also statische Gebilde; vielmehr kann ein be-
stimmter Abschnitt des Randes nacheinander, also zu verschiedenen Zeiten, von
in beide Richtungen propagierenden Strémungsgebilden passiert werden. Im Ide-
alfall (d.h. bei Annahme von ungehinderter gegenseitiger Durchdringung der sich
kreuzenden Wellenpakete) wire sogar eine gleichzeitige Funktion des Randes als
Einstrom- wie als Ausstromrand denkbar. Die programmiertechnische Umsetzung
eines solcher Falles wird sich aber wohl kaum zufriedenstellend realisieren lassen.

Ein Hauptmerkmal nicht vorsichtig genug durchgefiihrter Spezifizierung des Ran-
des ist das Auftreten von unerwiinschten Reflexionen. Auf die Berandung zulau-
fende Wellen sollten sich eigentlich so verhalten, als ob der — in der Regel kiinst-
liche — Rand nicht vorhanden wére, und folglich im "Moment des Auftreffens auf
die Begrenzung verschwinden. Bedingt durch Unzulénglichkeiten in der numeri-
schen Formulierung der Randbedingungen ist dies aber in der Praxis nicht der
Fall, und es bleibt nach der Kollision mit dem Rand stets eine, bestenfalls erheb-
lich geddmpfte Welle iibrig, die nun wieder ins Innere des Integrationsgebietes
zuriicklauft und dort eventuell eine Untersuchung des prognostischen Verhaltens
der Differentialgleichung behindert.

5.3 Das dreidimensionale meteorologische Modell KAMM

Im KAMM (Karlsruher Atmosphirisches Mesoskaliges Modell) werden die To-
pographie des Geldndes und die Verteilung der Vegetationsarten als Parameter
vorgegeben. In einigen Hohen werden zudem der Vektor des geostrophischen Win-
des und die dortige potentielle Temperatur als Eingabegrofien verwendet. Die
prognostischen Variablen — die Windkomponenten, die Abweichung von der po-
tentiellen Temperatur sowie die relative Feuchte und der Fliissigwassergehalt —
unterliegen zeitlichen Anderungen. Beispielsweise pafit sich der Geschwindigkeits-
vektor mit der Zeit der von auflen vorgegebenen geostrophischen Geschwindigkeit
an (unter Beriicksichtigung der Ekmanschen Windspirale in der Grenzschicht),
sofern die lokale Topographie nicht mehr oder weniger starke Abweichungen vom
geostrophischen Zustand hervorruft.

Fiir eine ausfiihrliche — auch formelméflige — Beschreibung des KAMMSs sei auf
Adrian und Fiedler (1991) verwiesen.

5.3.1 Die Behandlung der Topographie im KAMM
Ein mesoskaliges Modell ist dadurch charakterisiert, dafl nicht nur die horizon-

tale Gitterweite kleiner als bei entsprechend grofiriumigeren Modellen gewihlt
wird, sondern auch der vertikale Abstand der Basisflachen geringer sein muf}, um

70



dynamische Strukturen im mesoskaligen Bereich auch hinreichend gut rdumlich
auflosen zu konnen. Vor allem bei Anwendung eines Erdbodenmodells konnen in
den untersten, auf dem Boden aufliegenden Luftschichten erhebliche Gradienten
der diversen meteorologischen Parameter auftreten, so dafl dort ein dementspre-
chend geringer vertikaler Abstand der horizontalen Gitterflichen notwendig ist.
Auf der anderen Seite konnen sich mesoskalige Phénomene in vertikaler Rich-
tung iiber weite Teile der Troposphére erstrecken. Auflerhalb der turbulenten
Grenzschicht sind die Variationen der meteorologischen Parameter mit der Hohe
ungleich geringer, so dafl eine durchgéngig hohe vertikale Auflésung (z.B. im
Meter-Bereich, wie sie in Erdbodennéhe durchaus angebracht sein kann) aus
Kapazitatsgriinden nicht in Erwédgung kommt. Als vorteilhaft erweist sich die
Abkehr von mit der Hoéhe linear zusammenhingenden Vertikalkoordinaten (z-
System, aber auch in erster Ndherung p-System und ©-System) und der Schritt
hin zu Koordinaten mit vertikal verdnderlichem Abstand der horizontalen Grund-
flichen. Im KAMM wird hierzu ein n-System eingefiihrt, das {iber die folgende
Gleichung definiert ist:

c—1
c+1

h(l’,y) -z

1T by o

(1—n)+

Dabei stellt z die gewohnliche Vertikalkoordinate dar, h(x,y) ist die Orographie-
funktion, und H bezeichnet die Obergrenze des definierten Gebietes (alles im z-
System). Der Parameter ¢ entspricht dem Verhéltnis der vertikalen Gitterweiten
am Ober- (z = H bzw. n = 0) und Unterrand (z = 0 bzw. n = 1) des Modell-
gebietes. Denn die Auflosung der Definitionsgleichung nach z und anschliefende
Ableitung nach 7 ergibt

2= hlay) + (H=by) (S 0=nP+—0-n)  (9)
5= (=) (2 0 - ) (196)

0z/0nlo _ —2(c=D(1-0) =2 _2e-=2_ g,

02)0n|y=r  —2(c—-1)(1-1)—2 -2
Bei der Nestung von Gebieten mit unterschiedlicher Gitterpunktdichte stellt sich
auch das Problem, wie mit der Topographie an den gemeinsamen Punkten beider
Gitternetze verfahren werden soll. Die Hohenschichtung des groberen Gebietes ist
dabei in geeigneter Weise auf das dichtere Netz des genesteten Gebietes abzubil-
den. Dazu béte sich wiederum eine Form der Interpolation an. Unter Umstdnden
kann es dariiberhinaus vorteilhaft sein, zusétzlich im Randbereich des Nestes, in
dem die Anpassung an das duflere Gebiet stattfindet, im feineren Gebiet gleicher-
mafen die grébere Topographie zu verwenden. Dadurch li8t sich der Ubergang
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der von auflen kommenden Signale gléitten, was allgemein der geforderten Kon-
sistenz der Nestungsbedingung entgegenkommt.

5.3.2 Randbedingungen der Geschwindigkeitskomponenten

Bei Annahme von flacher Konvektion im Rahmen der sogenannten Boussinesq-
Approximation kénnen der Druck p, die Dichte p und die Temperatur 7" innerhalb
der betrachteten bodennahen Schicht ndherungsweise als konstant, d.h. hohenu-
nabhéngig angesehen werden. Man spricht deshalb auch von einer anelastischen
Approzimation. Als Konsequenz daraus vereinfacht sich die Kontinuitétsgleichung

do & , -
5 =V (e7) (198)

wegen o &~ const. zu V - ¥ = 0. Das der flachen Konvektion zugrundeliegende
Stromungsfeld ist also divergenzfrei. Dies wird im KAMM bei der Berechnung
des Stordruckes bzw. der Abweichung der Exner-Funktion vom Grundzustand
verwendet. Sollte im Randbereich die Divergenzfreiheit des Stromungsfeldes nicht
mehr streng erfiillt sein, so fithrt dies zu Fehlern hinsichtlich des diagnostisch
berechneten Stordruckes. Die Randbedingungen sollten also so gewé&hlt werden,
dafl die Bedingung der Divergenzfreiheit der Stromung moglichst wenig oder am
besten iiberhaupt nicht beeinflufit wird.

Reine Extrapolationsbedingungen stellen dabei kein Problem dar, sofern davon
ausgegangen werden kann, dafl zu Beginn im Anfangszustand der Stromung be-
reits Divergenzfreiheit vorliegt. Extrapoliert man sédmtliche drei Geschwindig-
keitskomponenten rein zeitlich oder rein rdumlich, so {ibertrédgt sich die Diver-
genzfreiheit des vorherigen Zustands bzw. des benachbarten, weiter innen gele-
genen Bereichs auf den neuen Zustand nach der Extrapolation. Dies ist sofort
einsichtig bei rein rdumlicher Extrapolation, also der Besetzung der Randpunkte
mit den Funktionswerten der Nachbarpunkte einen Schritt weiter innen; am Rand
verschwinden dann die Ableitungen in sdmtlichen Raumrichtungen, und die Di-
vergenz des Geschwindigkeitsfeldes wird automatisch stets Null. Sinngem&f gilt
dies auch fiir eine Kombination aus teils rdumlicher und teils zeitlicher Extrapo-
lation mit unveréinderlichen Gewichtungskoeffizienten, also einer Advektion der
Stromungseigenschaften mit konstanter Geschwindigkeit. Auf die Ausstrahlungs-
bedingungen, die ja nichts anderes als eine Extrapolation mit variablen, vom
aktuellen Stromungszustand abhéingigen Koeffizienten darstellen, 148t sich dies
zunéchst nicht ohne weiteres iibertragen, weil an benachbarten Randpunkten ver-
schiedene Phasengeschwindigkeiten der einzelnen Geschwindigkeitskomponenten
auftreten konnen, die zu unterschiedlichen Uberlagerungen von Funktionswer-
ten fithren und damit eine Verzerrung oder Deformation des Stromungsfeldes im
Randbereich verursachen. Bei genauerer Betrachtung ist aber festzustellen, dafl

72



die Herausbildung derartiger Inhomogenitéten hinsichtlich der Phasengeschwin-
digkeit ein Auftreten von Divergenz nach sich zieht und deshalb gegen die Grun-
dannahme der Divergenzfreiheit verstofit, also normalerweise nicht eintreten soll-
te. Demnach laufen auch Ausstrahlungsbedingungen der Inkompressibilitat der
Stromung nicht zuwider.

Anders sieht der Sachverhalt bei Vorhandensein von Démpfungsschichten endli-
cher Breite aus. Hier soll der Einfachheit halber nur der Fall Newtonscher Damp-
fung (bzw. Anpassung bei der Nestung) betrachtet werden:

ov

— =...+ kU 199
Bei konstantem Koeffizienten k in der Dampfungsschicht bleibt die Divergenz-
freiheit des Geschwindigkeitsfeldes erhalten, denn es gilt

V- (k#)=kV-T=0 (200)

Ein innerhalb der Dampfungsschicht verdnderlicher Koeffizient k bzw. der Uber-
gang vom durch die Spezifizierung des Randes unbeeinfluften Inneren in die
Déampfungszone stort allerdings die Divergenz. Allgemein gilt ndmlich — bei Ver-
lauf der x-Koordinate senkrecht zur Grenzfliche —

6(/@):W-5+ﬁﬁk=ug’;¢o (201)

Abweichungen von v - (kv) = 0 ergeben sich also bei grofien Gradienten des
Déampfungskoeffizienten k£ in Verbindung mit einer Komponente des Windes nor-
mal zur Randflache.

5.3.3 Druckrandbedingungen

Im KAMM wird der Stordruck, d.h. vielmehr die entsprechende Abweichung der
Exner-Funktion vom Grundzustand, im Gegensatz beispielsweise zur Tempera-
turabweichung diagnostisch berechnet. Dies liegt darin begriindet, dafl wegen der
vorausgesetzten flachen Konvektion das Stromungsfeld divergenzfrei wird. Um
Besagtes zu zeigen, geht man zunéchst von der Bewegungsgleichung in ihrer ur-
spriinglichen Form aus:

do_ —, OV (r —m,) — fkx (T—7,)—R (202)

dt —_——
c

Dabei soll R simtliche reibungsbedingten Beschleunigungsterme enthalten, also
insbesondere auch die turbulenten Vorginge beschreiben. Der Coriolisterm wird
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mit € = fk x (7 — U,) abgekiirzt. Wird auf die Gleichung (202) der Divergenz-
operator V - ... angewandt, so ergibt sich unter Beriicksichtigung der Divergenz-
freiheit V - v = 0 des Stromungsfeldes

L Ao . (00 o\ VT oo o oa
V-E = V-(at—i-v VU)— By +V.-(0-VU)=V-(7-VU) =
= -V [,0V(r—m,) —C —R] (203)

Die Abweichung der Exner-Funktion 7 vom Mittelwert 7, 148t sich in eine dy-
namisch sowie eine thermisch bedingte Komponente geméf = — 7, = 7, + 7,
aufteilen. Fiir den dynamischen Teil des Druckgradientterm gilt demnach

V- (c,0Vr)) =V - (=0-Vi—¢,0Vn,—C — R) (204)
—_——

—

Py,

Das Druckfeld mufl also aus einer modifizierten Poisson-Gleichung ermittelt wer-
den. Diese diagnostische Druckgleichung mufl am seitlichen Rand des Modellge-
bietes einer Neumann-Randbedingung genitigen:

—

¢,0f V=i (—0-Vi—-P,—C—R) (205)

5.4 Spezielle Probleme zweidimensionaler Simulationsge-
biete

Bisher wurden die Randbedingungen ausschliellich im Hinblick auf ein eindimen-
sionales Problem betrachtet. Bei der Ubertragung der Ergebnisse auf ein Modell
mit einer in zwei Raumrichtungen aufgespannten Grundfléche ist stillschweigend
davon ausgegangen worden, dafl parallel zur Randfliche eine gewisse Homoge-
nitit der Stromung besteht und deshalb die eindimensionalen Randbedingungen
— mit nunmehr der Normalkomponenten der Randflache als einziger Abhéngigkeit
— unverandert iibernommen werden kénnen. Anders ausgedriickt, es wird davon
ausgegangen, dafl der Wind im Randbereich in eine senkrecht zur Randflache und
eine parallel dazu verlaufende Komponente zerlegt werden kann, die unabhéngig
voneinander den Randbedingungen unterworfen sind. Die Windkomponente par-
allel zum Rand sorgt dabei fiir eine seitliche Verschiebung der Stromungskonfi-
guration. Herrscht den gesamten Rand entlang dieselbe Methode der Dampfung
des auslaufenden Wellenpaketes bzw. der Anpassung der einlaufenden Welle, so
sollte sich im Vergleich zu demselben Problem bei rein senkrechtem Einfall auf
die Grenzflache kein Unterschied ergeben. Dies ist bei realen Randbedingungen
selbstverstdndlich nur in erster Naherung giiltig.
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Bei der Ubertragung der eindimensionalen Randbedingungen auf den Fall eines
Simulationsgebietes mit zweidimensionaler Grundfléche stellt sich zunéchst ein-
mal ein programmiertechnisches Problem. Man mdochte die eindimensionalen For-
mulierungen moglichst ohne groBleren Aufwand iibernehmen und dariiberhinaus
nicht fiir jede Seitenfliche eigene Randbedingungen aufstellen. Dieses Problem
148t sich dadurch beheben, dafl ein neues, eindimensionales Feld definiert wird,
in dem die ,,Adressen“!? der jeweils zueinander #quivalenten Gitterpunkte ge-
speichert sind. Mit ,,dquivalent® sind hier beispielsweise sdmtliche Gitterpunkte
an den vier Seitenflichen gemeint, die vom Rand aus gesehen zwei Schritte wei-
ter innen liegen. Soll nun wéihrend des Programmablaufes beispielsweise der dem
Randpunkt benachbarte, also einen Schritt weiter innen liegende Punkt angespro-
chen, also dessen Funktionswert eingelesen oder gedndert werden, so lassen sich
iiber die Schnittstelle des eben eingefiihrten Hilfsfeldes, das die rdumliche Gestalt
des Modellgebietes auf ein eindimensionales Objekt abbildet, zugleich samtliche
derartige Gitterpunkte ansprechen, auf welche die Bedingung ,,einen Schritt vom
Randpunkt entfernt® zutrifft.

Die Bedingung einfacher raumlicher Extrapolation, die in eindimensionaler Form

7= 1 lautet, LBt sich bei einem mehrdimensionalen Simulationsgebiet
geméisB fﬁ(ﬂ) = ;Z(ngi) schreiben. Dabei steht h fiir das zusitzlich eingefiihrte

Hilfsfeld, welches die Adressen der einander gleichwertigen Gitterpunkte enthélt.
Die Zéahlvariable ¢ 1lauft von eins bis zur Anzahl der jeweils dquivalenten Gitter-
punkte; dieser Wert entspricht maximal dem Umfang des rechteckigen Randes,
kann allerdings auch etwas geringer sein, wie noch zu sehen sein wird.

5.5 Probleme an den Ecken rechtwinkliger Simulations-
gebiete

Wenn die Randbedingungen in Form von eindimensionalen Gleichungen senkrecht
zur jeweiligen Grenzflache formuliert sind, kann es an den Ecken des Gebietes zu
Problemen kommen, weil dort Randbedingungen in zwei horizontalen Raumrich-
tungen zur Durchfithrung gelangen und dabei in der Uberlagerung entweder die
Dampfung verstédrken oder aber auch vermindern kénnen. Bedingt durch eine
iiberméflige Dampfung kann nadmlich auch das Gegenteil dessen erreicht wer-
den, was urspriinglich beabsichtigt war — bis hin zu einer Verstiarkung der Welle,
eventuell mit umgekehrtem Vorzeichen, sofern die betreffende Quantitéit sowohl
positive als auch negative Werte annehmen kann. Dafl die Ddmpfung durch diese
zweifache Anwendung der Randbedingungen zweier Raumrichtungen im Bereich

12Da in FORTRAN die Elemente eines Feldes stets in einer definierten Reihenfolge abgespei-
chert sind, nédmlich derart, dafl der erste Laufindex in der Permutationsreihenfolge der Einer-
stelle entspricht und damit am schnellsten durchlaufen wird, 148t sich eine ,relative Adresse*
eines Gitterelementes in bezug auf den Koordinatenursprung in Form der Verschiebung des
betreffenden Elementes im Speicher angeben.
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der Ecken des Gebietes eher noch verbessert, also in der gewiinschten Hinsicht
positiv beeinfluit wird, darauf wird man sich wohl kaum verlassen wollen. Es ist
aus diesem Grund besser, im Bereich der Ecken jeweils den Randbedingungen
entlang einer angrenzenden Seite den Vorzug zu geben. Auf diese Weise entsteht
zwar eine gewisse Asymmetrie bei der Behandlung der Rander. Eine moglicher-
weise zu befiirchtende Uberkompensierung der erwarteten Effekte wird dadurch
allerdings nachhaltig unterbunden.

Die grofite Asymmetrie unter den hier betrachteten Rand- bzw. Nestungsbedin-
gungen treten bei Anwendung einer breiten Ddmpfungs- bzw. Anpassungsschicht
von beispielsweise zehn Schrittweiten Umfang auf. Von den zwei iiber Eck an-
einander angrenzenden Seitenflachen erfolgt in diesem Fall bei der einen davon
Démpfung in kontinuierlicher Weise bis zu der Ecke, wohingegen von der ande-
ren Seitenfliche herkommend eine gleichméflige Dampfung von auf diese Fléche
zulaufenden Wellen nur bis zu einer Entfernung von zehn Gitterpunkten von der
Ecke erfolgt. Naher zur Ecke hin {ibernimmt dann die iiber Eck liegende, angren-
zende Seite die Dampfung der Welle. Dort werden aber nur diejenigen Wellen
beriicksichtigt, die senkrecht zu der dortigen Randfldche verlaufen. Es ist also ein
— zwar schmaler — Bereich auf der einen Seite der Ecke vorhanden, entlang wel-
chem senkrecht dazu einfallende Wellen nicht in korrekter Weise vom Modell mit
den beschriebenen Randbedingungen verarbeitet werden kénnen. Dieser Bereich
ist aber in der Regel nur im Rahmen einer Dampfungs- bzw. Anpassungsschicht
bedeutend, bei der die Dampfung bzw. Anpassung jedoch keine bestimmte Rich-
tung — im Gegensatz z.B. zu den Ausstrahlungsbedingungen — bevorzugt. Im
Klartext ist diese Aufteilung des Bereiches der Ecken auf die angrenzenden Sei-
tenflichen der Newtonschen Dampfung bzw. Anpassung vollig egal.

Ein zeitlicher Wechsel der Zugehorigkeit des Gebietes um die Ecke zu den beiden
angrenzenden Seitenflichen — z.B. nach jedem Zeitschritt — ist programmiertech-
nisch nur schwer zu bewerkstelligen, weil mit groflem Aufwand verbunden, und
kann dariiberhinaus zu Inkonsistenzen im Eckbereich fithren, wenn die randbe-
dingten Anderungen der prognostischen Variablen in aufeinander folgenden Zeit-
schritten derart groflen Variationen ausgesetzt sind, dafi das Courantsche Stabi-
litatskriterium nicht mehr eingehalten werden kann.

Die beschriebene Vorgehensweise fiihrt bei der Nestung zudem dazu, dal von
auBen diagonal auf die Ecken des rechtwinkligen inneren Gebietes zulaufende
Wellen unter einem , toten Winkel“ einfallen, sprich: von der Grenzflache unter
den gegebenen Umstédnden nicht registriert und damit selbstversténdlich auch
nicht korrekt behandelt werden.

Einen Kompromifl zwischen der Forderung nach einer weitestgehend realistischen
Darstellung der Stromung auch im Randbereich bei gleichzeitiger Beachtung der
einfachen Umsetzbarkeit in einen Programmalgorithmus stellt schliefllich die Va-
riante dar, in der Umgebung der Ecken jeweils die Randspezifizierungen beider

76



angrenzender Seitenflichen gleichberechtigt anzuwenden. Auf diese Weise wird
eine etwaige Asymmetrie bei der Wellenpassage im Bereich der Ecken von vor-
neherein unterbunden. Bei Anwendung einer Ausstrahlungsrandbedingung ergibt
sich als positiver Nebeneffekt, dafi die in Wirklichkeit zweidimensionale Advekti-
onsgleichung 0f /0t = —¢ - v f in korrekter Form als Summe ihrer beiden eindi-
mensionalen Bestandteile dargestellt wird:

af  of

of of . of
or Yoy

5 = Vf=—c (206)
Mithilfe einer Zwischenschrittmethode 148t sich diese Differentialgleichung in zwei

sukzessive abzuarbeitende Differenzengleichungen umsetzen:

- of
I (207)
= f’—Atcygi (208)

Das Zeitdifferential wurde dabei — wie {iblich — entsprechend 0f /0t =~ [f(t+ At)—
f(t)]/At durch eine einseitige Differenz angendhert. Werden die beiden Gleichun-
gen (207) und (208) addiert, so erhélt man wiederum eine Differenzengleichung,
die — in die dazugehorige Differentialform gebracht — gerade der Ausgangsglei-
chung (206) entspricht:

" — 0 0
fAtf:—cxai—cyag (209)

Erfolgt im Rahmen der Extrapolation bzw. Nestung durch schlichtes Uberschrei-
ben lediglich die Spezifizierung der Randpunkte selber, so stellen sich selbst-
verstindlich keinerlei derartigen Probleme im Bereich der Eckpunkte. Anders
sieht dies allerdings bei der Verwendung einer Dédmpfungs- bzw. Mischungsschicht
aus. Braucht dem wesentlich unkomplizierteren Einstromrand dabei aus den be-
kannten Griinden weniger Beachtung geschenkt zu werden, so erscheint der Aus-
stromrand demgegeniiber etwas problematischer. Wird ndmlich die Linearkom-
bination f; := (1 — o) fi + f; an einem Punkt nahe einer Ecke gleich zweimal
hintereinander durchgefiihrt (diese doppelte Anwendung ergibt sich gerade als
Konsequenz daraus, dafl keine der beiden angrenzenden Seitenflichen bevorzugt
wird), so wirkt — wie die folgende Rechnung zeigt — die Schicht selber zwar wei-
terhin dampfend bzw. die Werte beider Gitternetze miteinander kombinierend;
allerdings erfahren die Mischungskoeffizienten dabei eine Verdnderung.

fi = fitalfi—f)
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= F+a(fi—f)

= fitai(fi—fi)+oilfi—fi—ai(fi— f)] (210)
fi+2ozi(ﬁ—f)—0%2(ﬁ—fz’)
fit (2ai—af) (fi— fi) = fi+ o (fi = f3)

Der neue Mischungskoeffizient lautet somit o, = 2 ; — a? = «; (2 — ;). Weil die
obige Linearkombination sogar eine Konvexkombination darstellt, gilt 0 < a; < 1,
und es lassen sich deshalb die beiden Grenzfille o; &~ 0 bzw. a; &~ 1 untersuchen.
Fiir a; & 0 geht das Verhéltnis der beiden Summanden 2 o;/a? = 2/a; — 0o, und
es resultiert der gegeniiber dem eindimensionalen Fall verdoppelte Mischungsko-
effizient o ~ 2q;. Im Falle a; ~ 1 strebt der Quotient aus den Summanden
gegen den festen Wert 2/c; =~ 2, so daf sich ndherungsweise derselbe Koeffizient
af ~ 20; — a; = a; wie zuvor ergibt.
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6 Programmdokumentation

Das meteorologische Modell KAMM ist in der Programmaiersprache FORTRAN
realisiert. Normalerweise dient es lediglich der Simulation abgeschlossener, also
voneinander unabhdngiger Gebiete. Um die Finrichtung von genesteten Gebieten
zu ermdoglichen, bedarf es deshalb einer geringfiigigen Erginzung des Hauptpro-
grammes sowie einiger zusdtzlicher Unterprogramme. In diesem Kapitel folgt ein
mit Erlduterungen versehener Abdruck der Modifizierungen des Programmtextes.

6.1 Anpassungen im Hauptprogramm haupt2.f

Die prognostischen Variablen u, v (horizontale Geschwindigkeit), w (Vertikalge-
schwindigkeit), ts (Temperaturabweichung), qd (Dampfdruck) und qc (Fliissig-
wassergehalt) liegen zunéchst als dreidimensionale Felder (ix, iy, iz) vor. Die
Indizes ix, iy und iz bestimmen die Grofie des Simulationsgebietes (Anzahl
der Gitterpunkte). Fiir die spitere Formulierung der Randbedingungen erweist
sich allerdings eine dquivalente, eindimensionale Formulierung dieser Felder als
hilfreich. Die Speicherung von Feldern in linearer Anordnung durch FORTRAN
erlaubt ein solches Vorgehen (bei mehrdimensionalen Feldern lauft dabei der erste
Index am schnellsten).

Da die Felder nun allerdings nicht mehr in dreidimensionaler Form vorliegen und
demnach auch nicht mehr iiber gewohnliche (x,y,z)-Koordinaten angesprochen
werden konnen, mufl eine neue Koordinate eingefithrt werden, welche entlang
den Réandern des Gebietes verlauft. Die seitlichen Rénder umfassen insgesamt
2% (ix+1iy) *iz Gitterpunkte (wobei die Eckpunkte aus Kontinuitétsgriinden dop-
pelt gezihlt sind); dies stellt gleichzeitig den groBtmoglichen Wert der neu ein-
gefithrten Variablen dar, die also nichts anderes macht, als siamtliche Punkte auf
den Randflichen hintereinander aufzureihen. (Die Belegung der nachfolgenden
Werte geschieht im Unterprogramm einricht und wird dort niher erlautert.)

integer aussen(2x*(ix+iy)*iz,8),innen(4,2*(ix+iy)*iz,8)
double precision gewicht(4,2*(ix+iy)*iz,8)

Die fiir die Einrichtung autonomer Gebiete im Zuge der Nestung notwendige Par-
allelisierung erfolgt iiber den Standard MPI'3 (, Message Passing Interface®). Zu
Beginn wird eine Initialisierungsroutine ipar durchlaufen, in der die Aufgabelung
in voneinander unabhéngige Prozesse erfolgt:

call ipar(rank,size)

13Eine vollstindige Beschreibung dieses Standards sowie diverse Handbiicher sind unter
http://www.mcs.anl.gov/mpi zu finden.
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Als Riickgabe liefert dieses Unterprogramm zum einen die Gesamtzahl size der
verfiigharen Prozesse und — als wichtige Groie zur Unterscheidung der Prozesse
untereinander — die Rangordnungsnummer rank des jeweiligen Prozesses. Dabei
gilt 0 < rank < size.

subroutine ipar(rank,size)
include ’mpif.h’
integer ramnk,size,ierror

call mpi_init(ierror)
call mpi_comm_size(mpi_comm_world,size,ierror)
call mpi_comm_rank(mpi_comm_world,rank,ierror)

return
end

Nach Beendigung des Hauptprogrammes muf ein entsprechendes Unterprogramm
epar aufgerufen werden, welches dafiir sorgt, dal die parallel zueinander verlau-
fenden Prozesse wieder zu einem Hauptast zusammengefiithrt und sdmtliche, vom
MPI vorgenommenen Einstellungen wieder riickgéingig gemacht werden. Das Sy-
stem wird also in dem Zustand hinterlassen, wie es vor der Parallelisierung vor-
gefunden wurde:

call epar()

Das Unterprogramm epar wartet zunéchst, bis sdmtliche Prozesse an einer — aus
Sicherheitsgriinden eingefiigten — Schranke angekommen sind und ruft anschlie-
Bend die Beendigungsroutine des MPI auf. Wére die Schranke nicht vorhanden,
so konnte der Verlauf des Programmes dadurch beeintriachtigt werden, daf ei-
ne eventuell unter Beteiligung des nun zu zerstérenden Prozesses stattfindende
Kommunikation noch nicht vollstdandig beendet ist.

subroutine epar()
include ’mpif.h’
integer ierror

call mpi_barrier(mpi_comm_world,ierror)
call mpi_finalize(ierror)
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return
end

Nach erfolgter Aufgabelung des Programmes in zwei (oder auch mehr) parallel
verlaufende Prozesse und zusétzlichen, fiir jeden derartigen Proze (d.h. jedes
der genesteten Gebiete) separat durchzufithrenden Initialisierungen wird das Un-
terprogramm einricht aufgerufen, welches die oben eingefiihrten Hilfsfelder mit
(im weiteren Programmablauf konstanten) Werten vorbelegt:

call einricht(i0, jO,ix,iy,iz,aussen,innen,gewicht,dx,dy,rank,size)

Bei den Argumenten tritt neben der Gesamtzahl der parallel verlaufenden Pro-
zesse size auch die Rangnummer rank des gerade aktiven, das Unterprogramm
aufrufenden Prozesses auf. Jeder Prozefl reprisentiert ein eigensténdiges Gebiet,
auf dem zunéchst unabhéngig voneinander getrennte Simulationsmodelle (freilich
denselben physikalischen GesetzméfBigkeiten unterliegend) ablaufen. Das spéter
innerhalb der Zeitschleife aufzurufende Unterprogramm rand bewerkstelligt die
alleinige Kommunikation der Prozesse und damit der Gebiete untereinander. Da-
mit im weiteren Verlauf die Rand- bzw. Nestungsbedingungen in der gewiinschten
Form festgelegt werden kénnen, mufl am Anfang die konkrete Lage der verschie-
denen Gebiete zueinander angegeben werden. Bei der Nestung in ihrer iiblichen
Form liegen die eingebetteten Gebiete mit hoherer Rangnummer rank+1 und —
bedingt durch einen geringeren horizontalen Abstand dx und dy der Gitterpunk-
te — besserer raumlicher Auflésung vollstandig innerhalb der sie aufnehmenden
Gebiete mit der Ordnungsnummer rank. Die in der Argumentenliste des Un-
terprogramms einricht auftretenden Parameter 10 und jO legen diesbeziiglich
den Ursprung des jeweils nachfolgenden Gebietes (mit der Nummer rank+1) in
gewoOhnlichen (x,y)-Koordinaten fest.

Die eigentliche Behandlung der Rénder und Grenzflichen der miteinander ge-
koppelten Gebiete erfolgt innerhalb der Zeitschleife des prognostischen Modells
(beim Sprung von einem Zeitschritt zum néchsten) im Rahmen des Unterpro-
gramms rand. Der Aufruf des Unterprogrammes rand erfolgt fiir die einzelnen
prognostischen Groflen separat:

call rand(u,un,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,

& ausstroem,einstroem,zweiwege)
call rand(v,vn,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,
& ausstroem,einstroem,zweiwege)

call rand(w,wn,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,
& ausstroem,einstroem,zweiwege)
call rand(ts,tsn,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,
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& ausstroem,einstroem,zweiwege)
call rand(qd,qdn,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,

& ausstroem,einstroem,zweiwege)
call rand(qc,qcn,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,
& ausstroem,einstroem,zweiwvege)

Die in der Argumentenliste auftretenden integer-Parameter ausstroem und
einstroem dienen der Festlegung der jeweils am Ausstrom- bzw. Einstrémrand
anzuwendenden Rand- bzw. Nestungsbedingungen. Dabei konnen integer-Werte
geméafd Tabelle 8 eingesetzt werden.

Wert Verfahren am genesteten bzw. offenen Rand
0 keine Nestung bzw. Randspezifizierung
1 Ubertragung des Randwertes bzw. Extrapolation
2 Ein- bzw. Ausstrahlungsbedingung
3 Konstante Anpassungs- bzw. Dampfungsschicht
4 | Stromungsabhéngige Anpassungs- bzw. Dampfungsschicht

Tabelle 8: Auswahlmoglichkeit im Programmablauf

Der logical-Schalter zweiwege (.true. oder .false.) am Schlufl der Argu-
mentenliste erlaubt desweiteren die Hinzuschaltung einer ,Zweiwege-Nestung*,
bei der in Erweiterung des iiblichen Vorgehens nicht nur ein Antrieb des geneste-
ten Gebietes durch das duflere Gebiet, in das es eingebettet ist, erfolgt, sondern
dariiberhinaus auch ein Informationsaustausch in entgegengesetzter Richtung, al-
so vom feineren zum groberen Gebiet, zugelassen wird, mithin also eine (mehr
oder weniger die Realitdt widerspiegelnde) gegenseitige Wechselwirkung der bei-
den Gebiete besteht.

6.2 Das Unterprogramm einricht

Im Unterprogramm einricht erfolgt die Vorbelegung der fiir den spéateren Ge-
brauch bei der Behandlung der Randbedingungen benétigten eindimensionalen
Adressenfelder aussen und innen sowie eines zusétzlichen, eng mit dem Feld
innen verbundenen Feldes gewicht, welches — wie im nachfolgenden noch genau-
er erlautert wird — eine Gewichtung der Werte an den durch innen vorgegebenen
Adressen erlaubt.

subroutine einricht(i0,j0,ix,iy,iz,aussen,innen,gewicht,dx,dy,
& rank,size)
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include ’mpif.h’

integer i0,j0,ix,iy,iz,aussen(2*(ix+iy)*iz,8),

& innen(4,2x(ix+iy)*iz,8) ,rank,size,h,i,j,k,n,
& status(mpi_status_size),ierror

double precision gewicht(4,2*(ix+iy)*iz,8),dx,dy,xhilf,yhilf,
& xverh,yverh

Das Adrefifeld aussen beinhaltet in einer eindimensionalen Anordnung die Adres-
sen samtlicher Randpunkte an Seitenflichen des betreffenden Gebietes. Unter
,Adresse” soll in diesem Zusammenhang der Abstand eines bestimmten Gitter-
punktes in der Speicheranordnung im eigentlichen, dreidimensionalen Datenfeld
gegeniiber einem willkiirlich gesetzten Ursprung verstanden werden. Als Ursprung
wird im folgenden stets der unterste, siidwestlichste Punkt des Gebietes (mit den
kartesischen Koordinaten x=y=2z=0) gew&hlt. Man macht sich dabei die Tatsache
zunutze, dafl mehrdimensionale Felder in FORTRAN genauso wie eindimensiona-
le Felder behandelt werden. Die Elemente werden nédmlich derart hintereinander
angeordnet, dafl der erste, am weitesten links stehende Index, bei der linearen Ver-
kettung am schnellsten lduft und die weiter rechts stehenden Indizes entsprechend
langsamer anwachsen. Ein Index kann dabei erst dann erhoht werden, wenn sein
Vorgénger den gesamten, ihm zustehenden Wertebereich durchlaufen hat (Man
beachte die Analogie zum Prinzip des Ubertrags bei Zahlensystemen). Wenn ix,
iy und iz die Ausmafe des Gebietes in den drei Raumrichtungen darstellen, er-
gibt sich demnach eine Gréfle des eindimensionalen Feldes von ix*iy*iz Einhei-
ten; die maximale Verschiebung vom Ursprung (0,0,0) aus zum obersten Punkt
am nordostlichsten Rand des Gebietes (ix,iy,iz) betréigt folglich (in derselben
Einheit) ix*iy*iz-1. Um hinsichtlich der spéteren Anwendung verschiedener
Rand- bzw. Nestungsbedingungen flexibel zu sein, muf§ nicht nur jeder Punkt auf
den Randflichen selbst mithilfe des eindimensionalen Feldes aussen direkt an-
sprechbar sein, gleiches soll vielmehr auch fiir eine Reihe dem Rand benachbarter
Punkte weiter innen im Gebiet gelten. Die in der Literatur zitierten Rand- bzw.
Nestungsbedingungen (Dampfungs- bzw. Mischungsschicht) benétigen vom Rand
aus gesehen maximal acht benachbarte Punkte, so dal dieser Wert auch hier als
Beschriankung iibernommen wird. Es darf ndmlich nicht aufler acht gelassen wer-
den, daB jede derartige, zur Randflache parallele Schicht zwecks der direkten Be-
nutzung der betreffenden Gitterpunkte auch zusétzlichen Speicherplatz benotigt,
um deren samtliche ,, Adressen®, d.h. in diesem Fall Elementverschiebungen auf-
zunehmen. Aus Griinden, die spéter bei der eigentlichen Behandlung der Réander
naher erlautert werden, soll jede dieser parallelen, in einem bestimmten Abstand
zum Rand stehenden Fliche gleich grofl sein. Es handelt sich dabei also nicht
um eine Ineinanderschachtelung vollkommen kongruenter Gebilde (hier: Seitliche
Mantelflachen eines Quaders), die sich zur Raummitte hin verjiingen, sondern
um eine Parallelverschiebung der Randflichen nach innen — unter Beibehaltung
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ihrer Langenerstreckung. Die Betrachtung des Zeichens ,#“ mag diesen Vorgang
anschaulich werden lassen — dariiberhinaus liefert Abbildung 6 einen Vergleich
zwischen den beiden verschiedenen Anordnungen.

ix-1,1iy ix,1iy ix-1,1iy ix,1iy

aussen(n,1)

ix,iy-1 & ix,iy-1
aussen(n,?2) aussen(n,?2) aussen(n,1)
& 0 & 0 0
geschachtelt verkantet

Abbildung 6: Zugehorigkeit zum Adrefifeld aussen im Bereich der Ecken

Ein spéteres Auftreten des Feldes aussen z.B. in der Form f(aussen(n,2))
bewirkt dann, dafl das (dreidimensionale) Feld £ am zweit-duflersten Punkt (des-
halb der rechte Index ,,2“), also dem zum Randpunkt direkt benachbarten Punkt,
angesprochen wird. An welcher Stelle der Randfliche genau der Punkt mit der
internen Ordnungszahl n liegt, spielt dabei keine Rolle. Diese Reihenfolge kann
grundsétzlich beliebig organisiert sein — im folgenden wird z.B. eine Umrundung
des Gebietes entgegen dem Uhrzeiger, also im mathematisch positiven Umlauf-
sinn, angewandt. Wichtig dabei ist allerdings, dafl eine irgendwie geartete, auf
einen Punkt in einem bestimmten Abstand vom Rand aus anzuwendende Opera-
tion stets fiir alle Punkte mit dieser Eigenschaft durchgefiihrt wird. Dies erreicht
man dadurch, daf3 der linke Index n bei jeder Aktion den gesamten Wertebereich
von 1 bis 2* (ix+iy)*iz durchlduft. (Letzteres entspricht gerade der Gesamtzahl
der Randpunkte auf Seitenflichen.)

Da die einzelnen Gebiete ineinander verschachtelt sind — der Ursprung des je-
weils nachfolgenden, eingebetteten Gebietes liegt bekanntlich beim Punkt mit
den kartesischen Koordinaten (i0, jO) —, sind die Randpunkte eines genesteten
Gebietes natiirlich gleichzeitig auch innere Punkte des néchstgréBeren Gebietes.
Um die gegenseitige Ubertragung von Informationen an dieser Grenzfliche der
beiden Gebiete zu erméglichen, wird (sozusagen als Pendant zum Feld aussen)
ein weiteres eindimensionales Feld innen definiert, welches grundsétzlich in ana-
loger Weise mit ,, Adressen* aufgefiillt wird wie das bereits bekannte Feld aussen.
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Weil im grofleren Gebiet allerdings die Gitterpunkte weniger dicht beieinander
liegen, ist eine direkte Entsprechung von Randpunkten des eingebetteten Gebie-
tes (iiber das Feld aussen) und an derselben Stelle liegenden inneren Punkten
des groBeren Gebietes (iiber das Feld aussen) schlechterdings nicht moglich. Ab-
hilfe schafft hier nur das zusétzliche Einfiigen von fiktiven Punkten in die (mehr
oder weniger groBen) Liicken zwischen den Gitterpunkten. Jeder dieser fiktiven
Punkte des groeren Modells (entstanden durch Anpassung der Gitterpunktdich-
te an das eingebettete, genestete Gebiet) liegt innerhalb (oder zumindest auf dem
Rand) eines Rechteckes, welches von vier real existierenden Gitterpunkten dieses
groferen Gebietes aufgespannt wird. Um einem solchen fiktiven Punkt einen Wert
zuweisen zu konnen, miissen dessen vier ,reale“ Nachbarpunkte bekannt sein, so
daf} die Voraussetzungen zur Durchfithrung einer linearen Interpolation gegeben
sind. Deshalb bekommt das Feld innen einen zusétzlichen, von 1 bis 4 laufenden
Index, damit es die ,,Adressen* jeweils aller vier benétigten Stiitzpunkte aufneh-
men kann. Weiters wird ein Feld gewicht desselben Ranges bendtigt, das die
jeweilige Gewichtung dieser vier Nachbarpunkte bei der Interpolation enthélt.
Der Randwert f (aussen(n, 1)) des eingebetteten Gebietes korrespondiert dann
beispielsweise mit dem auf die folgende Weise zu berechnenden, interpolierten
Wert des grofleren Gebietes:

gewicht(1,n,1)*f(innen(1,n,1))+gewicht(2,n,1)*f(innen(2,n,1))+
+gewicht(3,n,1)*f (innen(3,n,1))+gewicht(4,n,1)*f (innen(4,n,1))

Es ist dabei wiederum zu beachten, dafl bei jedem derartigen Einsatz des Feldes
innen die Ordnungsvariable n erneut ihren gesamten Wertebereich von 1 bis
2% (ix+iy)*iz zu durchlaufen hat.

Das Unterprogramm einricht vermag in der vorliegenden Form, sdmtliche nur
denkbaren Verhéltnisse der Gitterpunktabstinde dx bzw. dy der ineinander ge-
schachtelten Gebiete zu verarbeiten; selbstredend darf auch das Gitter ein- und
desselben Gebietes eine unterschiedliche Auflésung in West-Ost- bzw. in Siid-
Nord-Richtung aufweisen. Die Verhéaltnisse der Gitterpunktabstéinde der gene-
steten Gebiete in x- bzw. y-Richtung sind in den dazugehorigen Hilfsvariablen
xverh und yverh zu finden. Zur Ermittelung dieser Verhéltnisse miissen die Pro-
zesse zunéchst die ihren Gebieten eigenen Gitterweiten dx und dy dem jeweils
néchstgroBeren Gebiet (d.h. dem ProzeB mit entsprechend der néchstkleineren
Rangordnungszahl rank) mitteilen. Anschlielend kann dann die Belegung der
eindimensionalen Adrefifelder erfolgen. Als Reihenfolge bei der Verkettung der
Randpunkte zu einem linearen Feld wird dabei der entgegengesetzte Uhrzeiger-
sinn verwendet (also von Siid iiber Ost und Nord nach West) —, aber im Prinzip
ist die genaue Anordnung vollkommen egal. Zu beachten ist nur, dafl die Zdhlva-
riable n in den Adreffeldern aussen und innen jeweils zu demselben Punkt im
Gitternetz fiihrt.
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if (rank.gt.0) then
call mpi_send(dx,1,mpi_double_precision,rank+1,0,

mpi_comm_world,status,ierror)
call mpi_send(dy,1,mpi_double_precision,rank+1,0,
mpi_comm_world,status,ierror)
end if

if (rank.lt.size-1) then
call mpi_recv(xhilf,1,mpi_double_precision,rank+1,0,

mpi_comm_world,status,ierror)
xverh=dx/hilf
call mpi_recv(yhilf,1,mpi_double_precision,rank+1,0,
mpi_comm_world,status,ierror)
yverh=dy/hilf
end if
n=0
do k=1,iz
do i=1,ix
n=n+1
do h=1,8
aussen(n,h)=(h-1)*ix+i+(k-1)*ix*iy
if (rank.lt.size-1) call zuweisung(innen(1l,n,h),
innen(2,n,h),innen(3,n,h),innen(4,n,h) ,gewicht(1,n,h),
gewicht(2,n,h) ,gewicht(3,n,h),gewicht(4,n,h),
i0,j0,i,h,k,ix,iy,xverh,yverh)
end do
end do
do j=1,iy
n=n+1
do h=1,8
aussen(n,h)=j*ix+1-h+(k-1)*ix*iy
if (rank.lt.size-1) call zuweisung(innen(1l,n,h),
innen(2,n,h),innen(3,n,h),innen(4,n,h) ,gewicht(1,n,h),
gewicht(2,n,h) ,gewicht(3,n,h),gewicht(4,n,h),
i0,j0,ix+1-h,j,k,ix,iy,xverh,yverh)
end do
end do
do i=1,ix
n=n+1
do h=1,8
aussen(n,h)=(iy-h)*ix+i+(k-1)*ix*iy
if (rank.lt.size-1) call zuweisung(innen(1l,n,h),
innen(2,n,h),innen(3,n,h),innen(4,n,h) ,gewicht(1,n,h),
gewicht(2,n,h) ,gewicht(3,n,h),gewicht(4,n,h),
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& i0,j0,i,iy+1-h,k,ix,iy,xverh,yverh)
end do
end do
do j=1,iy
n=n+1
do h=1,8
aussen(n,h)=(j-1)*ix+h+(k-1)*ix*iy
if (rank.lt.size-1) call zuweisung(innen(1l,n,h),

& innen(2,n,h),innen(3,n,h),innen(4,n,h) ,gewicht(1,n,h),
& gewicht(2,n,h) ,gewicht(3,n,h),gewicht(4,n,h),
& i0,j0,h,j,k,ix,iy,xverh,yverh)
end do
end do

end do

return

end

Die Wertezuweisung an die Felder innen bzw. gewicht ist etwas komplizierter
und erfolgt aus diesem Grund vorteilhaft im Rahmen einer eigenen Zuweisungs-
routine zuweisung;:

subroutine zuweisung(punktl,punkt2,punkt3,punktd,gewichtl,
& gewicht2,gewicht3,gewicht4,i0,j0,1i,j,k,ix,iy,xverh,yverh)

integer punktl,punkt2,punkt3d,punkt4,il,jO,1i,j,k,ix,1y,

& xunten,xoben,yunten,yoben
double precision gewichtl,gewicht2,gewicht3,gewicht4,
& xverh,yverh,x,y

x=(i-1)/xverh

xunten=int (x)

xoben=int (x+1d0)

y=(j-1) /yverh

yunten=int (y)

yoben=int (y+1d0)
punkt1=10+(j0-1)*ix+xunten+yunten*ix+(k-1) *ix*iy
punkt2=10+(jO-1) *ix+xobentyuntenxix+(k-1)*ix*iy
punkt3=i0+(jO-1) *ix+xoben+yoben*ix+(k-1)*ix*iy
punkt4=1i0+(jO-1)*ix+xunten+yobenxix+(k-1)*xix*iy
gewichtl=(xoben-x)*(yoben-y)
gewicht2=(x-xunten)* (yoben-y)
gewicht3=(x-xunten)* (y-yunten)
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gewicht4=(xoben-x)*(y-yunten)

return
end

6.3 Das Unterprogramm rand
Im Unterprogramm rand erfolgt die Behandlung der Rénder bzw. Grenzflachen

der beteiligten Gebiete. Diese Subroutine stellt gleichzeitig die einzige Moglichkeit
des Informationsaustausches der einzelnen Prozesse untereinander dar.

subroutine rand(f,fn,ix,iy,iz,rank,size,aussen,innen,gewicht,
& ausstroem,einstroem,zweiwege)

include ’mpif.h’

logical zweiwege
integer ix,iy,iz,rank,size,aussen(2x(ix+iy)*iz,8),

& innen(4,2x(ix+iy)*iz,8),1,j,k,ausstroem,einstroen,
& status(mpi_status_size) ,ierror
double precision f(ix*iy*iz),fn(ix*iy*iz),cou_aussen(0:size-1),
& cou_innen(0:size-1) ,koeff(4,8),diffquot,
& gewicht (4,2x(ix+iy)*iz,8) ,hilf

Falls am Rand eine Dampfungsschicht bzw. bei der Nestung eine Anpassungs-
schicht zur Anwendung gelangt, miissen zuvor die dafiir vorgesehenen, konstanten
Mischungskoeffizienten vorbelegt werden:

data koeff/8*0,8*0,
& 0.573,0.300,0.131,0.051,0.019,0.007,0.003,0.001,
& 0.693,0.405,0.288,0.223,0.183,0.154,0.134,0.118/

Nachfolgend werden nun auf dem gesamten Randbereich — und zwar an jedem
Randpunkt extra — die jeweils anzuwendenden Verfahren durchgefiihrt. Dies ge-
schieht unter Zuhilfenahme der im Unterprogramm einricht definierten Adref3-
felder aussen und innen. Diese sorgen dafiir, dafl im Rahmen einer von 1 bis
2% (ix+iy) *iz — letzteres entspricht gerade der Anzahl der Randpunkte — laufen-
den Schleife jeder Randpunkt dabei genau einmal vorkommt und dariiberhinaus
den nédchstgelegenen, inneren Punkten des grofleren Gebietes in eindeutiger Weise
zugeordnet wird. Die internen Details dieser Abbildung sowie die Reihenfolge der
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Anordnung der Randpunkte in dieser linearen Darstellung werden im Unterpro-
gramm einricht fiir alle Zeiten festgelegt, so dafl man sich dariiber bei der ei-
gentlichen Anwendung der Randbedingungen keine Gedanken mehr machen mufi.
Man sollte sich in diesem Zusammenhang nur merken, dafl, um alle Randpunkte
in gleicher Weise anzusprechen, jede Aktion stets fiir alle 2% (ix+iy)*iz Adressen
der Felder aussen, innen und gewicht zu wiederholen ist. Das MPI bietet zwar
ebenfalls die Moglichkeit, gesonderte Bereiche des Raumgitters zu spezifizieren,
welche dann beim Verschieben von Daten zwischen zwei Prozessen im Gesamten,
also als Einheit angesprochen werden konnen, was die Leistungsfiahigkeit des par-
allelen Austausches erheblich verbessern wiirde. Weil dieses Verfahren allerdings
dahingehend mit Einschrinkungen verbunden ist, daf§ nur jeweils die Original-
werte der Variablen verschickt und leider auch empfangen werden kénnen, nicht
hingegen wahlweise auch beliebige Bruchteile davon (also Abbildungen der Art
a f — f oder umgekehrt f — af mit 0 < o < 1 nicht funktionieren), erweist
sich die blofle Verwendung der vom MPI bereitgestellten Werkzeuge im vorlie-
genden Fall als nicht praktikabel (Probleme bereitet dabei vor allem die korrekte
Formulierung der die Mischungsschicht betreffenden Algorithmen). Aus diesem
Grunde wird auf derartige, von MPI ermdoglichte Vereinfachungen ganz verzichtet
und stattdessen der bereits beschriebene Weg iiber die ,, Adreifelder” gewéhlt, der
sich (trotz einiger Unannehmlichkeiten) als gangbar erweist.

Weil sémtliche, auf einen bestimmten Randpunkt anzuwendenden Rechenschritte
in gleicher Weise auch fiir alle anderen gelten sollen, umschliefit den Rest des
Unterprogrammes rand eine Schleife mit dem Index i, die iiber alle 2% (ix+iy)*iz
Randpunkte lduft:

do i=1,2*(ix+iy)*iz

end do

return
end

Zwecks der Unterscheidung in Einstrom- und Ausstromrander werden innerhalb
dieser Schleife zunéchst die Courantzahlen cou aussen(rank) am Rand selbst
sowie cou_innen(rank-1) an derselben Stelle im Inneren des néchstgrofieren Ge-
bietes ermittelt. Eine positive Courantzahl entspricht einer Bewegung von innen
zum Rand hin, wohingegen eine negative Courantzahl eine Verlagerung vom Rand
hin zur Mitte des Gebietes bedeutet.

cou_aussen(rank)=diffquot(fn(aussen(i,1)),f(aussen(i, 1)),
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& f(aussen(i,1)),f(aussen(i,2)))

cou_innen(rank)=diffquot(gewicht(1,i,1)*fn(innen(1,i,1))+
gewicht(2,i,1)*fn(innen(2,i,1))+
gewicht(3,i,1)*fn(innen(3,1i,1))+
gewicht(4,i,1)*fn(innen(4,i,1)),
gewicht(1,i,1)*f(innen(1,i,1))+
gewicht(2,i,1)*f(innen(2,i,1))+
gewicht(3,1,1)*f(innen(3,i,1))+
gewicht(4,i,1)*f(innen(4,i,1)),
gewicht(1,i,1)*f(innen(1,i,1))+
gewicht(2,i,1)*f(innen(2,i,1))+
gewicht(3,1,1)*f(innen(3,i,1))+
gewicht(4,i,1)*f(innen(4,i,1)),
gewicht(1,i,2)*f(innen(1,i,2))+
gewicht(2,1,2)*f(innen(2,i,2))+
gewicht(3,1,2)*f(innen(3,i,2))+
gewicht(4,1,2)*f(innen(4,i,2)))

LRI R

Die Berechnung erfolgt mithilfe von einfachen Differenzenquotienten. Um die da-
bei unter Umstédnden auftretenden Probleme bei versuchter Division durch Null
abzufangen, erhélt dieser Teil der Rechnung eine eigene Unterfunktion diffquot:

double precision diffquot(x1,x2,x3,x4)
double precision x1,x2,x3,x4

if (abs(x3-x4).1t.1d-9) then
diffquot=0d0

else
diffquot=(x1-x2)/(x3-x4)

end if

return
end

Damit das eingebettete Gebiet (bzw. vielmehr der dazugehorige Prozefl) weif3,
ob von auflen ein Antrieb erfolgt, ist ein Austausch der Courantzahlen zwischen
den Prozessen erforderlich. Ein Gebiet benotigt zum Vergleich mit seinen eigenen
Courantzahlen cou_aussen(rank) und cou_innen(rank) diejenigen des néchst-
grofleren, cou_innen(rank-1), bzw. des néchstkleineren, eingebetteten Gebietes,
cou_aussen(rank+1) (Die am Rand ermittelte Courantzahl cou_aussen(rank)
des Gebietes rank korrespondiert dabei ndmlich mit einer im Gebietsinneren be-
rechneten Courantzahl cou_innen(rank-1) des Prozesses mit der néchstkleineren
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Rangordnungsnummer rank-1). Eine Blockierung des parallelen Systems derart,
da sdamtliche Prozesse sich in einem Wartezustand befinden, kann dabei nicht
eintreten. Im {ibrigen wird dafiir Sorge getragen, dafi vom Empfianger nur die
passenden und deshalb mit einer besonderen Kennung versehenen Botschaften
entgegengenommen werden.

if (rank.gt.0) then
call mpi_sendrecv(cou_aussen(rank),1l,mpi_double_precision,

& rank-1,0,cou_innen(rank-1),1,mpi_double_precision,rank-1,1,
& mpi_comm_world,status,ierror)
end if

if (rank.lt.size-1) then
call mpi_sendrecv(cou_innen(rank),1,mpi_double_precision,

& rank+1,1,cou_aussen(rank+1),1,mpi_double_precision,rank+1,0,
& mpi_comm_world,status,ierror)
end if

Falls am Einstrom- oder Ausstromrand die Nestung lediglich die Randpunkte
selbst betreffen soll und dariiberhinaus keinerlei Abhéngigkeit der Randbedingun-
gen vom Stromungszustand bestehen soll, dann ist vom Programm der folgende
Abschnitt abzuarbeiten:

if (ausstroem.eq.1l) then
if (cou_aussen(rank.gt.0) then
fn(aussen(i,1))=f(aussen(i,2))
if (zweiwege.and.rank.gt.0)

& call mpi_send(fn(aussen(i,1)),1,mpi_double_precision,
& rank-1,0,mpi_comm_world,status,ierror)
end if
if (zweiwege.and.rank.lt.size-1.and.cou_aussen(rank+1).gt.0)
& call mpi_recv(fn(innen(1,i,1)),1,mpi_double_precision,
& rank+1,0,mpi_comm_world,status,ierror)
end if

if (einstroem.eq.1l) then

if (rank.gt.0.and.cou_innen(rank-1).1t.0)

& call mpi_recv(fn(aussen(i,1)),1,mpi_double_precision,

& rank-1,0,mpi_comm_world,status,ierror)
if (rank.lt.size-1.and.cou_innen(rank).1t.0)

& call mpi_send(gewicht(1,i,1)*fn(innen(1,i,1))+

& gewicht(2,i,1)*fn(innen(2,i,1))+

& gewicht(3,1i,1)*fn(innen(3,i,1))+

& gewicht(4,i,1)*fn(innen(4,i,1)),1,
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end if

mpi_double_precision,rank+1,0,mpi_comm_world,status,ierror)

Soll stattdessen eine modifizierte, d.h. in erster Linie: an die Nestung angepafite
Ausstrahlungsbedingung (welche eigentlich nur fiir den seitlichen, offenen Rand
definiert ist), zur Anwendung gelangen, so ist der Programmablauf folgenderma-
Ben fortzusetzen:

if (ausstroem.eq.2) then

if (
if

cou_aussen(rank) .gt.0) then
(cou_aussen(rank) .gt.1d0) cou_aussen(rank)=1d0

fn(aussen(i,1))=(1d0-cou_aussen(rank))*f (aussen(i,1))+

if

end
if (

cou_aussen (rank) *f (aussen(i,2))
(zweiwege.and.rank.gt.0)
call mpi_send(f(aussen(i,2)),1,mpi_double_precision,
rank-1,0,mpi_comm_world,status,ierror)
if
zweiwege.and.rank.lt.size-1
.and.cou_aussen(rank+1) .gt.0) then

call mpi_recv(hilf,1,mpi_double_precision,rank+1,0,

if

mpi_comm_world,status,ierror)
(cou_aussen(rank+1) .gt.1d0) cou_aussen(rank+1)=1d0

fn(innen(1,1i,1)=(1d0-cou_aussen(rank+1))*f (innen(1,i,1))+

end
end if
if (ei
if (
if

cou_aussen(rank+1)*hilf
if

nstroem.eq.2) then
rank.gt.0.and.cou_innen(rank-1).1t.0) then
(cou_innen(rank-1).1t.-1d0) cou_innen(rank-1)=-1d0

call mpi_recv(hilf,1,mpi_double_precision,rank-1,0,

mpi_comm_world,status,ierror)

fn(aussen(i,2))=(1d0+cou_innen(rank-1))*f (aussen(i,2))-

end
if (

cou_innen(rank-1)*hilf
if
rank.lt.size-1.and.cou_innen(rank.lt.0)

call mpi_send(gewicht(1,i,1)*f(innen(1,i,1))+

end if

gewicht(2,1i,1)*f(innen(2,i,1))+

gewicht(3,1i,1)*f(innen(3,i,1))+

gewicht(4,1i,1)*f(innen(4,i,1)),1,
mpi_double_precision,rank+1,0,mpi_comm_world,status,ierror)
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Bei Verwendung einer Mischungszone in Form einer Ddmpfungsschicht am Aus-
stromrand bzw. einer Anpassungsschicht am Einstromrand ist hingegen wie folgt
vorzugehen:

if (ausstroem.ge.3) then
if (cou_aussen(rank).gt.0) then
if (ausstroem.ne.4.or.cou_aussen.gt.1d0) cou_aussen(rank)=1d0

do j=1,8
fn(aussen(i, j))=(1d0-cou_aussen(rank)*koeff (ausstroem, j))*

& fn(aussen(i, j)

end do

if (zweiwege.and.rank.gt.0)
& call mpi_send(fn(aussen(i,1)),1,mpi_double_precision,
& rank-1,0,mpi_comm_world,status,ierror)

end if

if (zweiwege.and.rank.lt.size-1.and.cou_aussen(rank+1).gt.0)
call mpi_recv(fn(innen(1,i,1)),1,mpi_double_precision,
& rank+1,0,mpi_comm_world,status,ierror)
end if
if (einstroem.ge.3) then
if (rank.gt.0.and.cou_innen(rank-1).1t.0) then
if (einstroem.ne.4.or.cou_innen(rank-1).1t.-140)

&

& cou_innen(rank-1)=-1d0
do j=1,8
call mpi_recv(hilf,1,mpi_double_precision,rank-1,0,
& mpi_comm_world,status,ierror)
fn(aussen(i, j))=fn(aussen(i, j))-cou_innen(rank-1)*
& koeff (einstroem, j)*(hilf-fn(aussen(i,j)))
end do
end if
if (rank.lt.size-1.and.cou_innen(rank).1lt.0) then
do j=1,8

call mpi_send(gewicht(1,i,j)*fn(innen(l,i,j))+

& gewicht (2,1, j)*fn(innen(2,1,j))+
& gewicht (3,1, j)*fn(innen(3,1,j))+
& gewicht (4,1, j)*fn(innen(4,1i,j)),1,
& mpi_comm_world,status,ierror)
end do
end if
end if

Bleibt noch anzumerken, dafl bei der Zweiwege-Nestung (zweiwege=.true.) und
der dabei zwangslaufig vorkommenden Ubertragung von Informationen vom inne-
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ren zum dufleren Gebiet, also demnach auch vom Gebiet mit der grofleren Gitter-
punktdichte zu demjenigen mit einer entsprechend geringeren, eine ein-eindeutige
Abbildung zwischen einander korrespondierenden Gitterpunkten beider Gebiete
schlechterdings nicht mehr moglich ist. Dies wirkt sich dermaflen aus, dafl zwar
mithilfe einer geeigneten Interpolation Werte des feineren Gitternetzes auf die
Punkte des Gitters mit der groberen Maschenweite iibertragbar sind; bei der
Ubermittelung in die umgekehrte Richtung ist hingegen keine — oder zumindest
keine einfach darstellbare — Zuordnung der Gitterpunkte beider Netze zueinan-
der mehr durchfiihrbar. Der Funktionswert an einem Gitterpunkt des genesteten
Gebietes miifite sich dabei ndmlich auf mehrere Punkte des grofleren Gebietes
(in geeignet festzulegender Gewichtung) verteilen. Dies wiirde einen zusétzlichen
Rechen- und vor allem Speicheraufwand (man denke dabei nur an die zur Zwi-
schenspeicherung der einzelnen Anteile in Hilfsvariablen) erfordern und wird aus
diesen Griinden hier nicht praktiziert. Stattdessen erfolgt eine gewissermaflen ver-
setzte Ubertragung, weil namlich als Empfinger nur jeweils einer der eigentlich
vier Eckpunkte des durch das Adrefifeld innen vorgegebenen, einen Punkt des
feineren Netzes umspannenden Rechteckes ausgewéhlt wird. Auf diesen Punkt
wird dann natiirlich der komplette urspriingliche Wert des Senders iibertragen,
so daf} eine Aufteilung der Informationen auf mehrere angrenzende Punkte nicht
mehr notwendig ist. Aufgrund der nun allerdings nicht mehr exakt erfiillbaren
Koinzidenz von Gitterpunkten ineinander verschachtelter Gebiete begeht man
dabei strenggenommen einen Fehler. Die Abweichung betrégt allerdings maximal
einen Gitterpunkt und halt sich damit also in Grenzen.

Bei Anwendung einer Mischungsschicht im Rahmen der Nestung stellt sich in Hin-
sicht auf die Erweiterung zu einer Zweiwege-Nestung das Problem, welcher Ver-
lauf des Mischungskoeffizienten fiir die Informationsiibertragung vom genesteten
zum #ufleren Gebiet verwendet werden soll (vom Inneren aus gesehen zum Rand
hin ansteigend, abfallend oder vielleicht auch zundchst anwachsend und darauf-
hin wieder stetig gegen Null zuriickgehend, um auf beiden Seiten der Grenzfliche
eine groftmogliche Kontinuitét sicherzustellen?). Wegen dieser Unwigbarkeiten
wird auf die gesonderte Implementierung einer Zweiwege-Mischungsschicht ver-
zichtet und stattdessen auch bei der Anpassungsschicht dieselben Formulierungen
im Hinblick auf die Nestung mit Riickkoppelung verwendet wie bereits im ein-
fachsten Fall mit der Beschrinkung der Adaption auf den Randpunkt selbst.
Ansonsten aber, d.h. natiirlich in erster Linie bei der erweiterten Ausstrahlungs-
bedingung, erfolgen stets sinngeméfle Anpassungen der Algorithmen an die je-
weilige Problemstellung.
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7 Ergebnisse von Modellrechnungen

Dieses abschlieflende Kapitel liefert die mit dem einfachen Flachwassermodell so-
wie dem komplexeren meteorologischen Modell KAMM erzielten Resultate. Nach
einer separaten Untersuchung der verschiedenen Stromungsparameter erfolgt als
Test fiir das Zusammenwirken simtlicher Bestandteile des Modelles ein realitdts-
nahes Beispiel: die Uberstromung einer Bodenwelle.

7.1 Methoden der Verifikation von Randbedingungen

Um die Brauchbarkeit von Randbedingungen zu iiberpriifen, bieten sich gene-
rell zwei grundlegend verschiedene Ansétze an. In Analogie zur Beschreibung
eines Stromungsfeldes (Lagrange-Betrachtung der Trajektorien im Gegensatz zur
Eulerschen Betrachtung des Stromfeldes), 148t sich zum einen ein vordefiniertes
Wellenpaket formieren, dem ein Bewegungsimpuls mitgegeben wird, so dafl es
auf die Begrenzungsfliche der beiden Gebiete zu wandert; im weiteren Verlauf
wird die Verdnderung des Wellenpaketes hinsichtlich Form und Groéfle — vergli-
chen mit dem Anfangszustand — untersucht. Dabei muf3 jedoch unterschieden
werden zwischen Anderungen, die durch das jeweilige Modell verursacht werden
(z.B. durch Diffusion, Reibung und sonstige Quellen oder Senken der betrachteten
GroBe) und solchen Anderungen, die kausal von der Formulierung der Randbe-
dingungen herriihren. Da ausschliellich letztere von Interesse sind, empfiehlt sich
ein derartiges Vorgehen vor allem bei Systemen, die eine ungestorte Advekti-
on oder Propagation von Wellenpaketen unter Beibehaltung von deren Gestalt
zulassen. Bei einem rein advektiven Modell treten allerdings {iberhaupt keine
storenden Reflexionen an den Réndern auf. Die Existenz einer reflektierten Welle
hat zur Bedingung, dafl das zugrunde gelegte System die allseitige Ausbreitung
einer Storung verursachen kann. Im einfachsten Fall reicht dazu eine Wellenglei-
chung der Form 9?f/0t> = ¢* Af aus. In der Literatur wird in der Regel eine
entsprechende Funktionsgleichung zur Beschreibung von Flachwasserwellen ver-
wendet (dann gilt ¢®> = g H mit der Schwerebeschleunigung g = 9,81 m/s* und
der Wassertiefe bzw. Dicke der Atmosphérenschicht H), um mittels eines sol-
chen einfachen Modells die Verwendbarkeit diverser Randbedingungen zu iiber-
priifen. Ziel ist es dabei, die aufgrund einer Uberspezifizierung der Funktionswerte
am Rand unvermeidlich auftretende reflektierte Welle bezogen auf die maximale
Auslenkung der einfallenden Welle moglichst zu minimieren (eine grundlegen-
de Forderung an die Spezifizierung der Randfldche). Bei der Einfithrung und
anfdnglichen Diskussion der einzelnen Randbedingungen wird im folgenden der
besseren Ubersichtlichkeit halber ein derartiges, sozusagen einfachst magliches
System verwendet. Als weitere Vereinfachung soll auch zunéchst die Betrachtung
der dazugehorigen eindimensionalen Form 9% f/0t? = ¢* 02 f /0x? geniigen.

Liegt ein komplexeres Modell vor (wie z.B. das KAMM), und lassen sich dabei
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einzelne Wellenpakete nicht mehr entsprechend gut verfolgen, da sie zu starken
und/oder raschen modellbedingten und somit internen Umwandlungen unterwor-
fen sind, die nicht durch die Wahl der Randbedingungen verursacht werden, so
mufl ein anderer, ungleich aufwendigerer Weg beschritten werden, um dennoch
einen zahlenméfigen Vergleich bei der Anwendung verschiedener Randbedingun-
gen anstellen zu konnen. Es mufl dabei zu einem bestimmten Zeitpunkt das be-
stehende Stromungsfeld mit demjenigen — wenngleich fiktiven — Stréomungsfeld
verglichen werden, das eintreten wiirde, falls die Randbedingungen den Idealfall
eines wirklichen offenen Randes simulieren kénnten. Die Uberbestimmtheit der
Variablen am Rand zusétzlich zu den Anfangsbedingungen erlaubt im Realfall
allerdings kein vollig passives Verhalten gegeniiber auf die Randfliche zulaufen-
den Storungen. Alternativ dazu 148t sich zu Vergleichszwecken das Stromungsfeld
eines Gebietes heranziehen (selbstverstiandlich zu demselben Zeitpunkt), welches
sehr viel groflere Ausmafle hat als das eigentlich zu untersuchende Gebiet und
dieses weitraumig erfafit. Dabei wird von der Forderung Gebrauch gemacht, dafl
die Randbedingungen derart zu formulieren sind, daf} sich das Modell so verhlt,
als ob iiberhaupt keine kiinstlichen Berandungen vorhanden wiren. Wird der
Umfang des Vergleichsgebietes so ausreichend grof§ gewéhlt, dafl innerhalb des
Betrachtungszeitraumes keine Storungen von der Berandung dieses Gebietes bis
in den zentralen, eigentlich interessierenden Bereich vorstofen kénnen,'? dann
bediirfen die seitlichen Rénder dieses groflen Gebietes keiner speziellen Behand-
lung.

Zu Vergleichszwecken werden die mittleren quadratischen Abweichungen der zu
betrachtenden Stromungsfelder zum Vergleichsfeld desselben Zeitpunktes, bezo-
gen auf die mittleren Quadrate der Absolutwerte dieses Vergleichsfeldes, her-
angezogen: Y2; (fi — fuergli)®/ Xi foegs [Durran et al. (1993), Paschen (1980)].
Im spéteren Verlauf bei der Untersuchung diverser Randbedingungen im Modell
KAMM wird von dieser Methode der quantitativen Uberpriifung und des Ver-

gleichs der Randbedingungen untereinander Gebrauch gemacht.

7.2 Beschreibung der Priif- und Auswerteverfahren

Bei Proberechnungen unter Verwendung von verschiedenen Rand- und Nestungs-
bedingungen erscheint es wenig sinnvoll, realistische, aber zugleich hochgradig
komplexe Modellkonfigurationen zu verwenden. Diese wéren einer einfachen In-
terpretation der Ergebnisse im Sinne der Vergleichbarkeit diverser Randbedingun-
gen eher abtréglich. Stattdessen sei das Hauptaugenmerk auf die Anschaulichkeit
der zu erwartenden Resultate gerichtet. Darum werden lediglich relativ simple
Anfangsbedingungen vorgegeben, welche wiederum jeweils nur einer bestimmten

4Dabei kann das Courantsche Stabilitatskriterium zu Rate gezogen werden, das besagt, dafl
numerische Stérungen mit einer maximalen Geschwindigkeit von ¢ = Az /At propagieren
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Variablen gelten sollen, wohingegen sdmtliche anderen, vorbelegbaren Parameter
mit dem Startwert Null besetzt werden.

Dariiberhinaus wird zwar mit einem rechteckigen (d.h. unter Beriicksichtigung
der dritten Dimension vielmehr quaderférmigem) Simulationsgebiet gerechnet;
von Interesse in bezug auf die Problematik der Behandlung der Rénder ist al-
lerdings nur das Verhalten des Strémungsmusters senkrecht zu den Randflédchen.
Es geniigt folglich, eine zweidimensionale Schnittfliche beispielsweise in der z-z-
Ebene zu betrachten. Der horizontale Windvektor vy = (u,v) teilt sich dann in
eine Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Randfldche (u) und eine parallel
dazu verlaufende (v) auf. Es werden stets entweder nur von aufien auf die Verbin-
dungsfliache der ineinander verschachtelten Gebiete zulaufende Stromungsgebilde
zur Uberpriifung der Nestungsbedingungen eingesetzt oder — im umgekehrten
Fall — anfangs nur innen vorhandene, von Null verschiedene Auslenkungen mit
der Stromung zum Rand hin transportiert, um die Brauchbarkeit der Randbe-
dingungen am nunmehr offenen Rand zu testen.

WEeil der Bereich des Simulationsgebietes, den das eingebettete, genestete Gebiet
iiberdeckt, zugleich auch einen Bestandteil des grofleren Gebietes darstellt, lassen
sich darauf Vergleiche zwischen den Werten beider Gitternetze anstellen. Einer-
seits konnen natiirlich die Absolutwerte selbst verglichen werden, um dabei even-
tuelle, charakteristische Merkmale, die auf eine Uberbestimmung der Randbedin-
gungen hindeuten, zu erkennen. Derartiges wére aber nur mit Momentanbildern
der Stromungsverteilung zu erreichen, die jedoch — gerade auch im Hinblick auf
die zeitliche Entwicklung der Stréomung — weniger aussagekriftig sind. Sinnvoller
erscheint in diesem Zusammenhang die Betrachtung der Korrelation einander ent-
sprechender Teile der sich iiberlappenden Bereiche, vor allem aber der zeitlichen
bzw. rdumlichen Variabilitit dieser Korrelation. Letztere eignen sich ndmlich gut
zur Verifikation der folgenden, grundlegenden Forderung im Zusammenhang mit
genesteten Systemen: Die begrenzten bzw. genesteten Gebiete sollen sich fiir alle
Zeiten so verhalten, als ob keinerlei (kiinstliche) Berandungen bzw. Grenzfiichen
vorhanden wdren! Im Klartext bedeutet dies, dal das betrachtete Gebiet im Ver-
gleich zu einem mitlaufenden, wesentlich grofieren (idealerweise sogar unendlich
ausgedehntem) Referenzgebiet moglichst geringe Unterschiede in den Werten an
den einzelnen Gitterpunkten aufweisen soll. In der Praxis 148t sich ein derartiges
Gebiet erheblich grofleren Ausmafes selbstverstéandlich (vor allem natiirlich aus
Speichergriinden) nicht realisieren. Deswegen wird aus Effizienzgriinden in einem
solchen Fall auf das sowieso bereits vorhandene grofiere, das Nest aufnehmende
Gebiet zuriickgegriffen.

Bei der Uberpriifung der Giite der durchgefiihrten Nestung kann die rdumliche
Verteilung der Korrelation beider Gebiete herangezogen werden. Direkt am Ver-
bindungspunkt sollte diese Korrelation — bedingt durch den dufleren Antrieb —
immer maximal sein, also der entsprechende Korrelationskoeffizient gerade Eins
betragen; mit zunehmender Entfernung vom Rand wird der Korrelationskoef-
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fizient hingegen in der Regel abnahmen. Ausschlaggebend hierfiir ist weniger
ein ,,Gedéchtnisverlust® des Nestes in bezug auf den nun bereits einige Zeit
zuriickliegenden Antrieb oder das Auftreten eigenstéindiger Modifizierungen des
Stromungszustandes im Gebietsinneren; vielmehr ist dafiir in erster Linie die di-
rekte Umsetzung der Nestungsbedingung selbst verantwortlich.

Die Brauchbarkeit von Randbedingungen fiir den offenen, durchstromten Rand
a8t sich im Gegensatz dazu mithilfe der zeitlichen Verdnderung der Korrelati-
on beider Gesamtgebiete (natiirlich jeweils nur auf dem beiden gemeinsamen,
tiberlappenden Bereich) kontrollieren. Zu Beginn ist diese Korrelation aufgrund
identischer Anfangsbedingungen maximal, der dazugehorige Korrelationskoeffi-
zient mithin Eins. Im weiteren Verlauf macht sich die (leider unvermeidbare)
Ubersperzifizierung der Randbedingungen in zunehmendem Mafie bemerkbar, was
sich in einer Verschlechterung der anfanglichen Synchronisation beider Gebiete
manifestiert. Damit verbunden ist selbstredend auch eine Abschwéchung der Kor-
relation. Wie bereits erwéhnt, sollten beide Gebiete im Idealfall hingegen stets
exakt dasselbe Stréomungsmuster zeitigen.

7.3 Verwendete Rand- und Nestungsbedingungen

7.3.1 Nestung durch Uberschreiben des Randes

Zu jedem Zeitpunkt erfolgt lediglich eine Ubernahme des Randwertes des inneren
Gebietes vom entsprechenden Gitterpunkt des dufleren Gebietes geméaf3

AREES (211)

Damit wird zwar die Anpassung an von auflen einstromende Wellen sichergestellt.
Falls hingegen von innen kommende Wellen die Grenzfliche nach auflen passie-
ren wollen, werden keine besonderen Vorkehrungen getroffen, um dabei eventuell
auftretende, unerwiinschte Reflexionen zu vermeiden.

7.3.2 Strahlungsbedingung

Solange von auflen kein Antrieb erfolgt, soll direkt am Rand die lokale Advekti-
onsgleichung 0f /0t +c0f/0x = 0 gelten, welche in der Differenzenform wie folgt
lautet:

At At
b= “Ap fo1 (1 - Cm) fy (212)
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Die Berechnung der Phasengeschwindigkeit erfolgt dabei mit derselben Formel,
die allerdings entweder einen Gitterpunkt weiter innen oder aber zum vorherigen
Zeitschritt angewandt wird.!®

7.3.3 Anpassungsschicht

Eine verbesserte Behandlung im Falle des gleichzeitigen Auftretens von ein- und
ausstromenden Wellen bringt die Anwendung einer mehrere Gitterweiten umfas-
senden Anpassungsschicht, in welcher die zeitliche Tendenz als proportional zur
Differenz der Funktionswerte beider Gebiete entsprechend 0f /0t = k ( f— f)
gesetzt wird. In Differenzenform lautet diese Gleichung

it EAL P+ (1 — kAt fr (213)

it e—aff+(1—a)f! (214)

Der Mischungskoeffizient o = k At, welcher bei der Kombinierung den jeweiligen
Anteil der beiden Gebiete bestimmt, kann dabei beliebige Werte im Rahmen
0 < a < 1 annehmen. Ein Nachteil dieser Randspezifizierung soll allerdings
nicht unerwéhnt bleiben: Es kénnen jetzt ndmlich Deformationen auftreten, die
darin begriindet liegen, dafl durch die endliche Breite der Anpassungsschicht im
Gegensatz zu den zuvor behandelten ,,Punkt-Randbedingungen® nunmehr eine
gewisse Wellenldngenabhéngigkeit unvermeidbar ist.

7.4 Uberpriifung der Randbedingungen im Flachwasser-
modell

7.4.1 Abhingigkeit von der Courantzahl

Es soll nun untersucht werden, inwiefern die Qualitit der einzelnen Randbedin-
gungen von den Stromungsumstdnden abhingt. Weil moglichst allgemeingiilti-
ge Aussagen wiinschenswert sind, erweisen sich dimensionslose Unterscheidungs-
merkmale als sinnvoll. Gemé&fl Gleichung (193) aus Kapitel 5 hangt die progno-
stische Form der eindimensionalen Wellengleichung in folgender Weise von der
dimensionslosen Courantzahl C'ou ab:

[t =2 = 17+ Cou (fily =27+ i) -

Bei sehr kleiner Courantzahl Cou ~ 0 bewegen sich die Stromungsgebilde dem-
nach nur sehr langsam fort. Mit wachsendem Betrag von C'ou erfolgt ein immer

15Fiir Courant-Zahlen nahe bei Eins sind diese beiden Méglichkeiten praktisch dquivalent.
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rascherer Transport, wobei allerdings geméfl dem Courantschen Stabilitéatskrite-
rium lediglich fiir |Cou| < 1 eine ungestorte Propagation sichergestellt ist. Bei
Uberschreiten dieser Schwelle von |Cou| = 1 stellen sich hingegen numerische
Instabilitéten ein.

Die folgenden Darstellungen beschreiben die Resultate aus zahlreichen Propaga-
tionen von Einzelwellen in Form der GauBischen Glockenkurve exp(—k z?). Die
Abbildung 7 zeigt die anfangliche Lage zweier Wellen im genesteten und im dufle-
ren Gebiet. Die Propagationsrichtung ist durch Pfeile angedeutet. Der senkrechte
Strich in den Darstellungen soll der Trennung des genesteten inneren (Gebietes
(links davon) vom groberen duferen Gebiet (rechts davon) dienen. Der Kurven-
verlauf innerhalb des feineren Gebietes ist in der Darstellung durch breitere Linien
hervorgehoben.
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Abbildung 7: Ausgangslage der Wellen in beiden Gebieten

Die Wellen sind entweder zwecks dufleren Antriebes zundchst nur auflerhalb des
genesteten Gebietes vorhanden und bewegen sich anschlieend auf die Verbin-
dungsfliche beider Gebiete zu, die somit zu einem Einstromrand wird. Registriert
wird dann die Transmissivitidt dieser Welle, die im Idealfall Eins betragen sollte.
Im anderen Fall 1auft hingegen eine von innen kommende Welle auf den Rand des
Nestes zu und wird dort — je nach Giite der verwendeten Randbedingung mehr
oder weniger stark — wieder ins Innere zuriickreflektiert. Letzteres charakterisiert
demnach einen Ausstrémrand. Die Reflektivitdt der Welle in bezug auf die je-
weilige Randbedingung wird wiederum aufgezeichnet. Die Abhéangigkeit von der
Courantzahl Cou zeigen die Abbildungen 8-11.

Am Einstromrand erweisen sich die Abhéngigkeiten von der Courantzahl beina-
he {iberall als minimal (Abbildungen 8 und 9). Lediglich bei Verldufen des Mi-
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Abbildung 8: Transmissivitdt am genesteten Rand in Abhéngigkeit von der Cou-
rantzahl Cou
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Abbildung 9: Transmissivitdt am genesteten Rand in Abhéangigkeit von der Cou-
rantzahl Cou — Mischungskoeffizienten nach Lehmann (1993) — siehe Tabelle 5
(Seite 61)
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schungskoeffizienten, die eigentlich nur fiir sehr kleine Courantzahlen vorgesehen
sind und deren Anwendung schon aus diesem Grunde iiber ein breiteres Inter-
vall von Cou hinweg nicht sinnvoll ist, zeigen sich Abweichungen von der sonst
anndhernd optimalen Transmission. Der oszillierende Kurvenverlauf zu groeren
Courantzahlen C'ou — 1 hin hat in erster Linie durch die numerische Approxi-
mierung bedingte Ursachen (siche hierzu Kapitel 2).
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Courantzahl in 1/100

Abbildung 10: Abhéngigkeit der Reflektivitat am offenen Rand von der Courant-
zahl Cou

Am Ausstromrand ergeben sich hingegen teilweise deutlich gerichtete Kurven-
verlaufe (Abbildungen 10 und 11). Die durchweg geringsten Reflektivitéiten weist
laut Abbildung 10 die Ausstrahlungsrandbedingung auf. Mit Abstrichen gilt dies
auch fiir den extrapolierten Rand, wenn die in der Strémung vorherrschenden
Courantzahlen niher bei Eins als bei Null liegen. Anhand der Abbildung 11 148t
sich {iberpriifen, daf} die fiir bestimmte Intervalle von C'ou als optimal berechneten
Mischungskoeffizienten auch wirklich mit minimierten Reflektivitdten innerhalb
dieser Bereiche korrespondieren.

7.4.2 Abhingigkeit von der Wellenlinge

Die zweite dimensionslose Grofie neben der Courantzahl Cou, hinsichtlich derer
eine Abhéngigkeit der Transmissivitdt am genesteten bzw. der Reflektivitat am
offenen Rand denkbar ist, stellt die Wellenléinge A = n Az der Stromungsgebilde
in Vielfachen n der Gitterweite Az dar (Abbildungen 12 und 13).

Obgleich im kurzwelligen Bereich mit zunehmender Wellenlénge ein leichter An-
stieg sowohl der Transmissivitédt in Abbildung 12 als auch der Reflektivitit in Ab-
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Abbildung 11: Reflektivitéit am offenen Rand in Abhéngigkeit von der Courant-
zahl C'ou — Dampfungskoeffizienten nach Lehmann (1993) — siche Tabelle 5 (Seite
61)
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Abbildung 12: Transmissivitdt am genesteten Rand in Abhéngigkeit von der re-
lativen Wellenlénge n = \/Ax
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Abbildung 13: Reflektivitit am offenen Rand in Abhéngigkeit von der relativen
Wellenldnge n = A\/Ax

bildung 13 erfolgt, halt sich die Variabilitdt des Kurvenverlaufes doch in Grenzen.
Eine Abhéngigkeit des Randverhaltens von der Breite der Wellengebilde kann al-
so in erster Naherung unberiicksichtigt bleiben. Damit erfihrt die analytische
Ermittelung der am besten geeigneten Dampfungskoeffizienten in Kapitel 4 ei-
ne Bestétigung. Dort wurde konstatiert, dafl die Ddmpfung innerhalb einer Teil-
schicht des Randbereiches nur von der dort gerade giiltigen Courantzahl abhéngt,
von jeglichen anderen Strémungseigenschaften hingegen unabhéngig ist.

7.5 Uberpriifung der Randbedingungen im KAMM
7.5.1 Beschreibung der Test-Konfigurationen

Zunichst sollen anhand einer einfachen Modellkonfiguration, welche lediglich den
Transport von Stérungen in der Strémung mit einer durch den geostrophischen
Wind vorgegebenen Advektionsgeschwindigkeit erméoglicht, die prinzipielle Ver-
wendbarkeit der diversen Nestungsbedingungen sowie deren programmiertechni-
sche Umsetzung iiberpriift werden. Anschliefend erfolgt dann anhand eines An-
wendungsbeispiels mit Topographie die gemeinsame Betrachtung sdamtlicher pro-
gnostischer Variablen, wobei fiir jede einzelne Grofe jeweils die zuvor ermittelten,
am besten geeigneten Rand- bzw. Nestungsbedingungen verwendet werden.

Es wird (wie auch in den folgenden Abschnitten) ein Gitternetz mit den horizon-
talen Abmessungen 60 x 60 und 30 Hohenschichten bei einer maximalen Hohe
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von 7.500 m benutzt. Die Gitterweite des grofleren Gebietes betréigt in der Hori-
zontalen dx = dy = 1.000 m. Die Gitterpunkte des Nestes befinden sich hingegen
in einem gegenseitigen Abstand von dr = dy = 500 m. Zumindest im KAMM ist
es dabei {iblich, fiir das Verhéltnis der Gitterweiten der genesteten Gebiete eine
Zweierpotenz zu wihlen (obwohl mithilfe der in der Programmdokumentation
beschriebenen Erweiterungen durchaus auch beliebige, ,krumme® Verhéltnisse
dx/dx bzw. dy/dy moglich wiren). Als hohenkonstanter, d.h. auf allen Hohen-
schichten gleichstarker geostrophischer Wind wird u, = +10m/s vorgegeben.
Dieser fiir die Advektion der Stromungsgebilde verantwortliche geostrophische
Wind weht dann senkrecht zu der y-z-Grenzfliche der genesteten Gebiete und
legt durch seine Richtung in Verbindung mit der Lage der anfinglichen Auslen-
kung der betrachteten prognostischen Grofle fest, ob es sich bei dieser Grenzfliche
um einen Einstrom- bzw. einen Ausstromrand handelt.

Normalerweise liegt das genestete Gebiet mehr oder weniger mittig innerhalb des
grofferen Gebietes. Es entspricht ja gerade dem Sinn der Nestung, daff man einen
zentralen Bereich des Simulationsgebietes gerne etwas besser aufgelost hétte, oh-
ne dafl dadurch einerseits bei durchweg hoherer Auflésung eine Vervielfachung
der Rechenzeit und des Speicherbedarfes einhergehen oder andererseits bei Be-
schriankung auf diesen zentralen Bereich jegliche Informationen iiber weiter auflen
liegende Zonen verloren gehen wiirden. Um hier allerdings zwischen den beiden
Gebieten gut unterscheiden zu koénnen (vor allem natiirlich im Hinblick auf die
Vorgabe der Anfangsbedingungen), wird das genestete Gebiet ausnahmsweise an
den Rand des das Nest aufnehmenden Gebietes plaziert. Der iiberlappende Be-
reich beider Gebiete umfafit dann gerade die Hilfte des groBeren Gebietes. Die
Trennungslinie verlduft derart, dafl das grofiere Gebiet von der Grenzflache in zwei
gleichgrofle Teile zerlegt wird. Es ergibt sich dann bei der Betrachtung ein- und
auslaufender Stromungsgebilde ein dahingehend symmetrisches Bild, dafl diese
immer von einer Hilfte in die jeweils andere befordert werden.'® Die Nestungs-
bzw. Randbedingungen werden getrennt voneinander ausprobiert, indem entwe-
der eine anfianglich nur aulen oder aber lediglich im Bereich des inneren Gebietes
vorhandene Welle in Form einer Gaufischen Glockenkurve mit dem geostrophi-
schen Wind in das genestete Gebiet hinein bzw. aus diesem heraus auf dessen
offenen Rand zulduft. Entsprechend der gewiinschten Transportrichtung ist das
Vorzeichen von u, zu wihlen. Die Abbildung 14 zeigt die anféngliche Lage zweier
derartiger Wellenpakete. Die Propagationsrichtung ist durch Pfeile angedeutet.
Der senkrechte Strich in den Darstellungen soll der Trennung des genesteten in-
neren Gebietes (links davon) vom groberen dufleren Gebiet (rechts davon) dienen.

16Bei der Untersuchung der Randbedingungen am offenen, durchstrémten Rand trifft diese
Aussage strenggenommen nur auf das grofiere Gebiet zu, auf dem dasselbe Stromungsmuster zu
Vergleichszwecken anfianglich parallel mitlauft; an der Grenzfliche beider Gebiete besteht hin-
gegen selbstverstidndlich keinerlei Koppelung — eine Informationsiibertragung kédme erst unter
Hinzuschaltung der Zweiwege-Nestung zustande.
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Der Kurvenverlauf innerhalb des feineren Gebietes ist in der Darstellung durch
breitere Linien hervorgehoben.
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Abbildung 14: Ausgangslage der Wellen in beiden Gebieten

7.5.2 Randbedingungen von Wasserdampf und Fliissigwassergehalt

Zunichst sei der Fall einer Fliissigwasserwolke betrachtet, die sich in das genestete
Gebiet hinein- bzw. aus diesem hinausbewegen soll.!” Die Abbildungen 15 und
16 liefern die dazugehorigen Korrelationen der beiden Gebiete. Die verwendeten
Wellen haben — genauso wie beim zuvor untersuchten Flachwassermodell — die
Form einer Gaufischen Glockenkurve.

Geméafl Abbildung 15 ist unabhéngig von der Wahl der Nestungsbedingung eine
iiber den gesamten gemeinsamen Bereich hinweg hervorragende Korrelation des
duBeren und des inneren Gebietes zu beobachten. Lediglich am Randpunkt selbst
sowie an dessen direkten Nachbarpunkten verschwindet die gute Korrelation, was
allerdings, speziell bei der Mischungsschicht, an der — durchaus erwiinschten —
allméhlichen Anpassung des Nestes an das dufere Gebiet liegt. Dafl im Inneren,
d.h. mit zunehmendem Abstand vom Randpunkt und damit linger zuriicklie-
gendem Antrieb der Korrelationskoeffizient — namentlich im Falle der Einstrah-
lungsbedingung — etwas abnimmt, ist zu erwarten und bedarf keiner weiteren
Beachtung.

"Wiirde man im folgenden statt des Fliissigwassergehaltes den Wasserdampfgehalt betrach-
ten, erhielte man vergleichbare Resultate — solange keine Sattigung vorliegt.
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Abbildung 16: Korrelation des Fliissigwassergehaltes in beiden Gebieten am Aus-
stromrand
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Im Ausstromfall gibt der zeitliche Verlauf des Korrelationskoeffizienten Aufschlufl
dariiber, wie gut die Randbedingung in der Lage ist, einen offenen, durchstromba-
ren Rand zu simulieren. Die Abbildung 16 zeigt, dafl die Korrelation beim Pas-
sieren des Randes durch die Welle zwar mehr oder weniger stark zuriickgeht, um
anschlieend sofort wieder die vorherigen, hohen Werte des Korrelationskoeffi-
zienten zu erreichen. Diese voriibergehende Abnahme nimmt allerdings nur im
Falle einer Dampfungsschicht beachtliche Werte an. Dafl beide Gebiete hinterher
wieder genauso hoch korreliert sind wie zuvor, liegt an der Eigenschaft des ver-
wendeten Modells, passive Gréflen wie den Fliissigwassergehalt rein advektiv mit
der Stromungsgeschwindigkeit zu transportieren. Eine Reflexion von numerisch
bedingten Wellen kann in dieser Konfiguration also iiberhaupt nicht stattfinden.
Aus diesem Grunde wird hier auch auf die Darstellung der Endverteilungen der
betrachteten Variablen verzichtet.

7.5.3 Randbedingungen der Windkomponenten

Wie bereits in Kapitel 5 erlautert, setzt das Modell KAMM flache Konvektion
voraus, was zu der Bedingung der Divergenzfreiheit des Stromungsfeldes V-0=0
fithrt. Aus diesem Grund wird im weiteren Verlauf desselben Kapitels erwogen,
die Geschwindigkeitskomponenten u, v und w am Rand einheitlich zu behandeln.

Im folgenden wird wieder eine Welle, diesmal bestehend aus einem Anfangsim-
puls der lateralen Windkomponente, von auflen bzw. von innen auf den Rand
hinbewegt. Die Abbildungen 17 und 18 zeigen die dabei erhaltenen rédumlichen
bzw. zeitlichen Verldaufe des Korrelationskoeffizienten der beiden Gebiete.

Am Einstromrand erweisen sich wiederum sédmtliche Nestungsbedingungen als
weitestgehend gleichwertig (Abbildung 17). Nur in der néichsten Néhe des Rand-
punktes zeigt sich bei Verwendung einer Mischungsschicht eine weniger ausge-
priagte Korrelation.

Die nur den Randpunkt selbst betreffenden Randbedingungen erscheinen im Aus-
stromfall verglichen mit den eine ganze Dampfungsschicht umfassenden als deut-
lich iiberlegen (Abbildung 18). Zwar nimmt der Korrelationskoeffizient im Falle
der Mischungsschicht nach Kallberg (1977) zunéchst rasch ab, verharrt dann aber
im positiven Bereich bei Werten um 50 %. Den stirksten Abfall von Beginn an
zeigt hier aber der Verlauf des Mischungskoeffizienten nach Lehmann (1993); be-
reits nach kurzer Zeit wird der Korrelationskoeffizient negativ, und die beiden
Gebiete verlieren jegliche Synchronitdt. Etwas besser schneiden — zumindest im
Anfangsbereich — die nach eigenen Berechnungen in Kapitel 4 ermittelten Werte
der (von der Courantzahl abhéngigen) Mischungskoeffizienten ab. Allerdings fillt
auch der damit erhaltene Korrelationskoeffizient nach einiger Zeit doch deutlicher
ab und wird ebenfalls negativ.
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7.5.4 Randbedingungen der Temperatur

Schlieflich mufl noch untersucht werden, welche Rand- bzw. Nestungsbedingun-
gen sich im Hinblick auf die letzte, noch fehlende prognostische Grofle, die Tem-
peratur, am besten eignen. Dazu wird eine Temperaturwelle betrachtet, anhand
derer die in den Abbildungen 19 und 20 dargestellten Verldufe des Korrelations-
koeffizienten ermittelt werden.
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Abbildung 19: Korrelation der Temperaturabweichungen in beiden Gebieten am
Einstromrand

GeméaB Abbildung 19 bereitet die Suche nach einer optimalen Nestungsbedin-
gung bei der Temperatur einige Probleme. Der Korrelationskoeffizient nimmt
im Vergleich zu den zuvor betrachteten Variablen deutlich niedrigere Werte an.
Am ehesten erfiillt noch die einfachste Nestungsbedingung, bei der lediglich am
Randpunkt selbst eine Uberschreibung der Werte des Nestes mit denjenigen des
auBleren Antriebes erfolgt, die Forderung nach groBtmoglicher Korrelation im ge-
samten Uberschneidungsbereich der beiden Gebiete. Allerdings erreicht der Kor-
relationskoeffizient selbst in diesem Fall kaum Werte iiber 80 %.

Am Ausstromrand bietet sich ein dhnliches Bild (Abbildung 20). Erneut zeigt
sich die Uberlegenheit der Punkt- gegeniiber den Schicht-Randbedingungen. Ob
am Rand allerdings eine Extrapolation erfolgt, eine Ausstrahlungsrandbedingung
zur Anwendung kommt oder aber auf eine Spezifizierung des Randes sogar vollig
verzichtet wird!® (in der Abbildung als ,offener Rand“ bezeichnet), spielt da-
bei keine wesentliche Rolle. Die anhand der in Kapitel 4 berechneten eigenen

18Djes ist hier allerdings nur deshalb mdglich, weil im KAMM — bedingt durch die diagno-
stische Berechnung des Druckfeldes — bereits implizit Randbedingungen eingebaut sind.
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Abbildung 20: Korrelation der Temperaturabweichungen in beiden Gebieten am
Ausstromrand

Werte der Mischungskoeffizienten (in Abhéngigkeit von der Courantzahl) bewir-
ken zunéchst eine erstaunlich gute Korrelation der beiden Gebiete — bei Werten
des Korrelationskoeffizienten noch deutlich iiber 90 % — um im weiteren Verlauf
allerdings umso rascher die anfingliche Synchronisierung einzubiiflen.

7.5.5 Anwendungsbeispiel: Bergiiberstromung

Nachdem nun sémtliche prognostischen Variablen hinsichtlich der fiir diese am
besten geeigneten Rand- bzw. Nestungsbedingungen getestet wurden, soll jetzt
anhand eines realistischeren Anwendungsbeispiels gezeigt werden, wie die Rand-
spezifizierungen mehrerer Groflen miteinander harmonieren. Fiir jede der pro-
gnostischen Variablen werden dazu diejenigen Randbedingungen ausgewéhlt, die
sich bei der isolierten Betrachtung dieser jeweiligen Grofien als optimal erwiesen
haben. Bei der Nestung handelt es sich dabei durchweg um die einfache Uber-
schreibung der Randwerte, wohingegen am seitlichen Rand keinerlei besondere
Vorkehrungen getroffen werden. Die vorherigen Abschnitte haben némlich ge-
zeigt, daB selbst am extrapolierten Rand eine Ubersperzifizierung der Randbedin-
gungen gegeben ist, die mit zunehmender Simulationszeit zwangsldufig zu einer
Instabilisierung des gesamten Stromungszustandes fithren miissen. Lediglich im
Hinblick auf die Temperatur wére noch eine andere Festlegung des Ausstromran-
des denkbar, beispielsweise in Form einer Dampfungsschicht mit von der jeweils
gerade vorherrschenden Courantzahl abhingigen Dampfungskoeffizienten.

Die Topographie wird geméafl Abbildung 21 in Form einer 500 m méchtigen, zu
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Abbildung 21: Topographie des Simulationsgebietes (n-Linien)

iiberstromenden Bodenwelle vorgegeben; die maximale Hohe des Integrationsge-
bietes betragt 7.500 m. Zwischen diesen beiden Begrenzungsflachen an der Unter-
und Oberseite werden insgesamt 30 Gitterebenen eingefiigt. Die Simulation fiihrt
dann zu einer Modifizierung der horizontalen (senkrecht zur Grenzfliche) und der
vertikalen Geschwindigkeitskomponente sowie der Temperaturabweichung. Die
Abbildungen 22-27 zeigen Vertikalschnitte der sich nach einer gewissen Zeit ein-
stellenden Isolinien dieser prognostischen Groflen. Der senkrechte Strich in den
Darstellungen soll der Trennung des genesteten inneren Gebietes (links davon)
vom groberen dufleren Gebiet (rechts davon) dienen. Die Konturen des genesteten
Gebietes in der linken Hélfte der Abbildungen sind durch eine breitere Linierung
hervorgehoben. Die Darstellungen sollen zumindest eine qualitative Bewertung
der Randbedingungen in Form eines Vergleichs der Kurvenverldufe von geneste-
tem und duflerem Gebiet erlauben.

Die Abbildungen 22 und 23 zeigen die Isothermen im Einstrém- bzw. Ausstrom-
fall. Der zu iiberstromende Berg liegt genau in der Mitte des Integrationsgebie-
tes, seine Lage fallt also gerade mit der Verbindungsfliche der beiden Gebiete
zusammen. Der Berg befindet sich demnach mittig im dufleren, gréberen Gebiet,
hingegen direkt am Rand des inneren, genesteten Gebietes.

Die Abbildung 22 stellt den Einstromfall dar (Strémung von rechts kommend).
In der rechten Héalfte der Abbildung — bei der Anstrémung des Berges — wird die
Stromung zum Aufsteigen gezwungen, was sich in einer grofiriumigen Tempe-
raturabnahme manifestiert. Nach erfolgter Uberstrémung des Berges bilden sich
Leewellen heraus, deren Intensitit allerdings mit zunehmender Entfernung vom
Hindernis wieder abnimmt. Die feineren Konturen des Nestes erlauben zwar eine
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Abbildung 22: Vergleich der Isothermen bei Einstromung

etwas hohere Auflosung des Stromungsfeldes, wodurch zusétzliche Strukturen er-
kennbar werden. Insgesamt gesehen ist aber eine gute Ubereinstimmung mit den
[sothermen des duleren Gebietes festzustellen.

Den Ausstromfall (Stromung von links kommend) zeigt die Abbildung 23. Verlau-
fen die Konturen der beiden Gebiete im Nestinneren noch gréfitenteils kongruent
zueinander, so bestehen im Randbereich dennoch merkliche Abweichungen. Dies
liegt vor allem am — vom inneren Gebiet aus gesehen — fehlenden abfallenden Teil
des Berges, wodurch in der Hohe eine Kompensierungstendenz der aufsteigen-
den Stromung hervorgerufen wird. Eigentlich erfolgt ein derartiger Ausgleich erst
hinter der Bodenwelle, wie im Stromungsmuster des groberen Gebietes erkennbar
ist. Es handelt sich bei den zu beobachtenden Abweichungen also weniger um die
Folge einer eventuellen Uberspezifizierung des Randes als vielmehr um die direkte
Konsequenz aus der Begrenzung des Integrationsgebietes.

Neben der Temperaturverteilung stellt sich auch eine charakteristische raumliche
Anordnung der die Stromungsgeschwindigkeit beschreibenden Strukturen ein. In
den Abbildungen 24 und 25 werden hierzu zunéchst die Isotachenverldufe bei der
Ein- bzw. Ausstromung wiedergegeben.

Beide Abbildungen 24 und 25 deuten auf eine gréfitenteils von der reibungsbe-
dingten Abnahme der Windgeschwindigkeit zum Erdboden hin bestimmte Vertei-
lung der Isotachen hin. Oberhalb der Grenzschicht erweist sich die Stromungsge-
schwindigkeit hingegen als weitgehend homogen. Dennoch auftretende rdumliche
Disparitédten sind jeweils wieder in beiden Gebieten gleichermafien beobachtbar.
Hinsichtlich der Unterschiede zwischen den Resultaten bei Ein- und Ausstromung
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Abbildung 23: Vergleich der Isothermen bei Ausstromung
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Abbildung 24: Vergleich der Isotachen bei Einstromung
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Abbildung 25: Vergleich der Isotachen bei Ausstrémung

gelten die bereits im vorigen Abschnitt bei der Betrachtung des Temperaturver-
laufes getroffenen Aussagen.

Abschlieflend zeigen die Abbildungen 26 und 27 zur Komplettierung noch speziell
die Verteilung der Vertikalkomponente der Windgeschwindigkeit.

Nach Abbildung 26 ergibt sich am Einstromrand in beiden Gebieten wieder ein
dhnlicher Verlauf der betrachteten Grofie, auch wenn die Differenzen hier doch
etwas deutlicher zutage treten als in den zuvor betrachteten Féllen.

Am Ausstromrand macht sich dagegen laut Abbildung 27 erneut die schon er-
wéahnte Unzuldnglichkeit bemerkbar, daf§ ndmlich wegen der Lage des Berges ge-
nau am Rande des inneren Gebietes fiir die aufsteigende Stromung keine Moglich-
keit zur Kompensierung mit einem abwiérts gerichteten Bereich der Stromlinien
hinter dem Berg besteht. Stattdessen schafft sich die Stromung selber einen der-
artigen Ausgleich, was in der direkten Nachbarschaft des Randes zu einer unrea-
listischen Verstirkung des Gradienten der Vertikalgeschwindigkeit fithrt (Ansatz-
weise selbst in Abbildung 26 bei der Einstromung erkennbar!). In abgeschwichter
Form gilt dies — wie bereits dargelegt — auch fiir den Temperaturverlauf. Die zur
Verwendung gelangten Randbedingungen sind demnach noch nicht der Weisheit
letzter Schluf.
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Abbildung 26: Vergleich der Vertikalbewegung bei Einstromung
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Abbildung 27: Vergleich der Vertikalbewegung bei Ausstromung
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8 Zusammenfassung

Bei Simulationsmodellen, die Wellenlosungen zulassen, stellt sich h&ufig das Pro-
blem unerwiinschter, d.h. als Losungen der Modellgleichungen nicht vorgesehener
Reflexionen an den seitlichen Réandern, die lediglich aufgrund numerischer Effekte
auftreten. Die Diskretisierung der zugrundeliegenden Differentialgleichungen mufl
ndmlich am offenen Rand in geeigneter Weise fortgefiihrt werden. Dies kann zum
einen durch eine schlichte Extrapolation des Randwertes geschehen. Beim Test
mit einem hyperbolischen Modell erweist sich diese Methode jedoch als weniger
gut geeignet, weil auf den Rand zulaufende Wellen damit fast vollstdndig wieder
ins Innere zuriickreflektiert werden. Als zweckméfiger erweist sich die Verwen-
dung einer Advektionsgleichung anstelle der urspriinglichen Differentialgleichung
direkt am Randpunkt. Die darin einzusetzende Phasengeschwindigkeit wird stets
neu aus dem Bewegungszustand der Stromung ermittelt. Nur bei nach auflen, zum
Rand hin gerichteter Bewegung erfolgt eine Spezifizierung des Randpunktes. Weil
damit das Vordringen von numerisch bedingten, vom Rand ausgehenden Stérun-
gen ins Innere des Simulationsgebietes wirkungsvoll unterbunden wird, tréigt die-
se Randbedingung in der Literatur auch den Namen ,, Ausstrahlungsbedingung*.
Man koénnte stattdessen auch von einer ,, Tréagheitsbedingung® sprechen, denn die
Festlegung des Randwertes erfolgt zwar dhnlich wie bei der Extrapolation, al-
lerdings nicht mit festen, sondern vielmehr mit stromungsabhéngigen, gewisser-
mafen die , Trigheit* der Stromung (in Form der dimensionslosen Courantzahl)
aufgreifenden Koeffizienten.

Neben diesen beiden, lediglich den Randpunkt selbst tangierenden Bedingun-
gen zur Vermeidung unerwiinschter Reflexionen besteht auch die Moglichkeit der
Einrichtung einer mehrere Gitterpunkte umfassenden Démpfungsschicht, inner-
halb derer — wie der Name schon sagt — nach auflen propagierende Wellen so
stark gedampft werden, dal nur ein geringer Bruchteil davon wieder ins Inne-
re zuriickgelangen kann. Ahnlich wie bei den , Punkt-Randbedingungen kénnen
auch hier — wie in der vorliegenden Arbeit dargelegt wird — zwei miteinander kon-
kurrierende Methoden zur Anwendung gelangen. Es kénnen dabei ndmlich sowohl
fest vorgegebene Dampfungskoeffizienten als auch stromungsabhéngige (wieder-
um als Funktion der Courantzahl vorliegend) benutzt werden. Diese ,Schicht-
Randbedingungen® erweisen sich am offenen Rand vor allem der Ausstrahlung
gegeniiber als unterlegen; ihre Stérke besteht in der Verwendbarkeit im Bereich
der Rénder genesteter Gebiete, wo gleichzeitig die Wirksamkeit eines &ufleren
Antriebes zu gewahrleisten ist.

Die analytische Untersuchung zeigt unter anderem, dafl die Reflektivitdt einer
Welle am Rand weniger von deren Wellenlénge (in Form der Breite eines Wel-
lenpaketes) als vielmehr in erster Linie von der momentanen Courantzahl der
Stromung abhéngt. Dieses Ergebnis, das auch am numerischen Modell seine
Bestétigung findet, ist doch einigermaflen erstaunlich, zumal im Falle einer Damp-
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fungsschicht. Der Courantzahl kommt demnach eine elementare Bedeutung zu.

Auch wenn der geeigneten Behandlung offener Rénder wegen der damit verbun-
denen Schwierigkeiten eine groflere Aufmerksamkeit gebiihrt, liegt das Haupt-
interesse dieser Arbeit doch in der Untersuchung der durchstréombaren Verbin-
dung ineinander genesteter Gebiete. Bei der Nestung werden im allgemeinen zwei
(oder auch mehrere) Gitternetze mit einer unterschiedlich dichten Anordnung
der Gitterpunkte, also verschiedenen Maschenweiten, iiberlagert. Die Uberlap-
pung betrifft in der Regel ein zentrales Gebiet, wo folglich eine bessere réum-
liche Auflosung im Vergleich zu den Randbereichen des untersuchten Gebietes
ermoglicht wird. Dadurch lassen sich in der Stromung auch feinskaligere Struk-
turen noch darstellen, ohne dabei zwangslaufig das zur Verfiigung stehende Si-
mulationsgebiet allzusehr einzuschrénken. In der Peripherie des Modellgebietes
kann hingegen auf eine anhaltend hohe Gitterpunktdichte — zugunsten der Er-
weiterung des moglichen Einflulbereiches der Stromung im zentralen Bereich —
ohne gréfere Einbuflen im Hinblick auf die Genauigkeit der Losungen verzich-
tet werden. Die Koppelung der beiden Gebiete hat dann in erster Linie vor dem
Hintergrund der Sicherstellung eines solchen dufleren Antriebes zu erfolgen. Die
Nestungsbedingungen haben freilich noch eine zweite Aufgabe: Die (in Wirklich-
keit ja nicht vorhandene) kiinstliche Begrenzung zwischen den beiden Gitternet-
zen kann die Ursache von Stérungen sein, die von dieser, zugleich den Rand des
inneren Gebietes verkorpernden Verbindungsfliche hervorgerufen werden. Es ist
demnach gleichermaflen dafiir zu sorgen, daf} der seitliche, offene Rand des inne-
ren Gitternetzes keinen Anlafl zu derartigen unerwiinschten Effekten bietet. Der
Behandlung offener Rénder kommt also in jedem Falle eine grundlegende Rolle
Zu.

Als spezielle Nestungsbedingungen bieten sich sinngeméfie Erweiterungen der ent-
sprechenden Formulierungen des offenen Randes an. Aus der dort praktizierten
Extrapolation wird dann eine Ubernahme des Randwertes vom antreibenden Ge-
biet. Entsprechend 148t sich die Ausstrahlungsbedingung zu einer ,, Einstrahlungs-
bedingung® erweitern, und aus der Dampfungsschicht erwéchst bedingt durch die
allméhliche Angleichung der Werte des inneren Gitters an diejenigen des dufleren
eine Anpassungsschicht; im Zusammenwirken mit der am offenen Rand angrei-
fenden Dampfungsschicht erweist sich die Bezeichnung ,,Mischungsschicht® als
treffender. — Die Nestungsbedingungen rufen in der praktischen Ausfiithrung ge-
nerell weniger Probleme hervor als ihre Pendants am offenen Rand, was eine
bevorzugte Behandlung der letzteren als gerechtfertigt erscheinen la83t.

WEeil in der Literatur normalerweise einfache, hyperbolische Flachwassermodel-
le zur Verifizierung der vorgeschlagenen Randbedingungen benutzt werden, wird
deshalb hier zu Vergleichszwecken ebenfalls davon Gebrauch gemacht. Dies soll in
erster Linie der Gegeniiberstellung von hyperbolischen und elliptischen Modellen
dienen. Das verwendete komplexere meteorologische Modell KAMM kann namlich
der elliptischen Kategorie zugeordnet werden. Es zeigt sich, daf§ die analytisch
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ermittelten Resultate zwar in durchaus guter Ubereinstimmung mit dem hyper-
bolischen Modell stehen. Allerdings 1i8t — entgegen der Erwartung — die Uber-
tragbarkeit der Ergebnisse auf den elliptischen Fall doch sehr zu wiinschen iibrig.
Es muf ndmlich erniichternd festgestellt werden, dafl beim KAMM in der Regel
sogar bessere Resultate erzielt werden konnen, wenn von einer Spezifizierung der
prognostischen Variablen an den seitlichen Rédndern vollsténdig abgesehen wird.
Dies ist allerdings nur deshalb moglich, weil — bedingt durch die diagnostische
Berechnung der Druckverteilung — im KAMM bereits implizit Randbedingungen
festgelegt sind. Im Hinblick auf die Nestung erweist sich die einfachste Méglich-
keit der schlichten Ubertragung des Randwertes vom &uBeren Gebiet auf den
entsprechenden Punkt des feineren Gitters zugleich als die am besten geeignete.
Das eventuelle Auftreten von sehr kurzwelligen, sich rasch vom Rand aus in das
Innere des Simulationsgebietes ausbreitenden Storungen 148t sich weniger gut im
Rahmen der Behandlung der Randbedingungen in den Griff bekommen; dazu
sind spezielle Filter eher tauglich.
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