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1 Einleitung

In den meisten bisherigen Turbulenzstudien zum Problem des Koagulations-
wachstums wird der Einflul der Turbulenz auf die Relativbewegung fiir Absténde
der Tropfen untereinander analysiert, die kleiner als einige Tropfenradien sind.
Bei grofleren Absténden wird die Relativgeschwindigkeit schlichtweg mit der Dif-
ferenz der Fallgeschwindigkeiten gleichgesetzt. Deshalb wird auch vorausgesetzt,
da groflere Tropfen grundsétzlich schneller fallen als kleinere. Zusammenstofie
konnen nach dieser Vorstellung nur in vertikaler Richtung und nur aufgrund un-
terschiedlicher Fallgeschwindigkeiten erfolgen. Die stationére Fallgeschwindigkeit
wiederum héngt nur von der Tropfenmasse ab. Die Koaleszenzwirksamkeit wird
als proportional zur Differenz der Fallgeschwindigkeiten und zur sogenannten
Koagulationseffektivitit vorausgesetzt. Dabei wird angenommen, dafl die Trop-
fentragheit gegeniiber den Effekten im Schwerefeld der Erde vernachléssigbar
gering ist. Die Horizontalgeschwindigkeit sdmtlicher Tropfen wird vernachléssigt.
Es treten also keine Relativbewegungen und damit auch keine Kollisionen in der
Horizontalen auf [Pinsky und Khain (1996)].

Es soll nun kurz die géngige Vorstellung beziiglich des Kollisionsvorganges
dargelegt werden. Der Zusammenstof3 von Teilchen 148t sich allgemein wie folgt
beschreiben: Wird ein Tropfen im Stromungsfeld der restlichen Tropfen mit der
Anzahldichte n herausgegriffen, so gilt fiir die Anzahl der Stoe NV dieses Tropfens
mit anderen Tropfen pro Zeiteinheit
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Dabei ist A.ss der effektive Querschnitt zweier sich aufeinander zu bewe-
gender Tropfen parallel zur Richtung ihrer Verbindungsachse, und v, stellt die
Relativgeschwindigkeit dar, mit der sich die Tropfen aufeinander zu bewegen
(Abbildung 1).

In der derzeit gingigen Koaleszenztheorie (siehe allgemeine Darstellungen
zur Wolkenphysik!) bleibt die Anzahldichteverteilung n der Tropfen im Raum
schlichtweg unberiicksichtigt oder wird bestenfalls — in Ermangelung besseren
Wissens — als durchgéingig homogen angenommen. Der effektive Querschnitt A, sy
beim Stofl zweier Tropfen wird iiblicherweise rein geometrisch aus der Summe der
Radien r; und r; der beiden beteiligten Tropfen geméfl A.¢p =7 (r; + 7“j)2 gebil-
det. Dieser Vorstellung liegt die Annahme zugrunde, dafl Tropfen, die sich aufein-
ander zu bewegen, mit Sicherheit kollidieren werden, falls sich ihre als geradlinig
vorausgesetzten Trajektorien im weiteren Verlauf iiberlagern. Der Abbildung 1
liegt der Grenzfall zugrunde, daf} sich die beiden Tropfen im Vorbeifliegen ge-
rade noch streifen. Selbstverstandlich bleiben bei diesem vereinfachten Modell
jegliche Wechselwirkungen der Tropfen bei der Anndherung aneinander in der

1z. B. Pruppacher und Klett (1978) oder Rogers und Yau (1989)
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Abbildung 1: Schematische Darstellung der Tropfenkoaleszenz (Erlduterungen im
Text)

Grenzschicht Wasser-Luft sowie bei erfolgter Beriihrung an der Tropfenoberfliche
auflen vor. Um die theoretische Beschreibung der Koaleszenz zu erleichtern, geht
man davon aus, dal in dem nach einer Anpassungszeit erreichten stationédren
Zustand die unbeschleunigte Fallgeschwindigkeit der Tropfen als Gleichgewicht
zwischen Schwerkraft und ihr entgegenwirkender Reibungskraft den etwa vorhan-
denen — horizontalen wie vertikalen — Translationskomponenten in der Grofien-
ordnung iiberlegen ist. Insbesondere bleiben turbulente Effekte in der Stromung
unberiicksichtigt. Die Relativgeschwindigkeit v,.; zweier Tropfen wird dann durch
die Differenz ihrer unbeschleunigten Fallgeschwindigkeiten Wy ersetzt. Die Tat-
sache, dafl die Fallgeschwindigkeit Wg mit der Groéfle » der Tropfen monoton zu-
nimmt, hat zur Konsequenz, dafl in diesem Modell nur Tropfen unterschiedlicher
GroBe koagulieren konnen, indem der kleinere der beiden Tropfen vom gréfieren
Tropfen wéhrend der Fallbewegung im Schwerefeld der Erde eingeholt wird. Die
Relativgeschwindigkeit v,.; = |Ws; — Ws ;| ist umso grofer, je ausgepragter der
Groflenunterschied der beiden Tropfen ist. Die Annahme geradliniger Trajektori-
en hat den Ausschlul von Tragheitskriften aus der iiblicherweise angewendeten
Koaleszenztheorie zur Folge.

Bei der Koaleszenz von Wassertropfen interessiert weniger, in welcher Haufig-
keit die Stofe auftreten, als vielmehr der zeitliche Massenzuwachs der Tropfen
durch die Kollisionen mit anderen Tropfen. Der Massenfluf}, also die Massenénde-
rung AM des groBeren Tropfens mit dem Radius r; beim Einfangen des kleineren
Tropfens mit dem Radius r;, kommt in der Koaleszenzrate K;; zum Ausdruck,
die im laminaren Fall wie folgt definiert ist:

dM  dM dV
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Dabei stellt p; die gesamte Massendichte aller kleineren Tropfen im betrachte-
ten Luftvolumen V dar, die im allgemeinen wesentlich geringer als die Dichte der
einzelnen Wassertropfen — in erster Niherung diejenige von Wasser gy = 1 g/ cm®
— sein wird! Desweiteren wurde ein zusétzlicher, dimensionsloser Faktor E;; ein-
gefiigt, die sogenannte Kollisionseffizienz. Dieser Faktor beschreibt die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daf§ bei Anndherung der beiden Tropfen bis auf einen be-
stimmten Abstand auch wirklich ein Zusammenstofl unter dauerhafter Vereini-
gung der beiden Tropfen zu einem grofleren Tropfen stattfindet. Mit diesem Fak-
tor kann auch der Deformation Rechnung getragen werden, der vor allem das
Stromungsfeld der kleineren Tropfen im turbulenten Fluid innerhalb der Wir-
belzellen ausgesetzt ist. Durch in dichter Abfolge auftretende kleinrdumige Ge-
schwindigkeitsschwankungen in der turbulenten Stromung werden die Tropfen
hin- und hergerissen und iiberdecken wahrend ihres Fluges durch das Feld der
anderen Tropfen einen gréfleren Volumenbereich als im laminaren Fall. Ein der-
artiges Anwachsen des Uberlappungsbereichs der Tropfentrajektorien sollte ein
haufigeres Auftreten von Zusammenstéflen der Tropfen miteinander nach sich
ziehen. Bildlich gesprochen ,fegt“ ein grofler Tropfen wihrend einer Zeiteinheit
einen bestimmten Volumenbereich der kleineren Tropfchen leer. In turbulenter
Stromung erfafit er dabei mehr Trépfchen, weil bedingt durch Geschwindigkeits-
fluktuationen sich eine groflere Anzahl dieser Tropfchen eine bestimmte Zeit lang
innerhalb dieses Volumenbereiches aufhalten.

Der theoretischen Beschreibung des Koagulationsvorganges steht die Beob-
achtung des Anwachsens von Wolkentropfen in der Atmosphére und der dadurch
moglichen Bildung von Regentropfen gegeniiber. Die Theorie sollte diese in der
Natur ablaufenden Vorgénge einigermafien schliissig erklaren kénnen. Beobachtet
wird unter anderem folgendes:

Ein urspriinglich schmales Tropfengréflenspektrum verbreitert sich in
kurzer Zeit und kann ohne Beteiligung der Eisphase zur Bildung von
,2warmem Regen“ fithren. Die Kondensation alleine ist nicht in der
Lage, Tropfen zu erzeugen, die grofl genug sind, um als Regen aus der
Wolke zu fallen. Das Diffusionswachstum ist ein zu langsamer Prozef,
denn es wird ungefidhr 1 h zur Bildung vergleichsweise grofler Tropfen
mit 30 um benoétigt, die fiahig sind, durch Koagulationsprozesse rasch
anzuwachsen. In Wolken durchgefiihrte Messungen zeigen aber, dafl
die Regenbildung und damit notwendigerweise auch die Verbreiterung
des Tropfengrofenspektrums in warmen Wolken schon in der sehr viel
kiirzeren Zeit von 15-20 min mdoglich ist [Pinsky und Khain (1996)].

Es wird in den Wolken eine deutliche Korrelation zwischen den Gebie-
ten ausgepragter Turbulenz und denjenigen hoher Tropfenkonzentra-
tion beobachtet. In diesen turbulenten Gebieten findet die beobach-
tete rasche Verbreiterung des Tropfenspektrums statt. Die Struktur
der Windfluktuationen in den Wolken ist extrem inhomogen: Wolken-
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teile mit starkerem Wind existieren neben Bereichen relativ geringer
Luftbewegung. Am Rand von Wolken ist die Turbulenz besonders aus-
geprigt. Turbulenz in der Wolke ist offenbar urséchlich fiir die rasche
Verbreiterung des Tropfengréfienspektrums und begiinstigt gleichzei-
tig das Auftreten von Anomalien hinsichtlich der Regenrate [Pinsky
und Khain (1995a)].

In Cumuli, aber auch in stratiformen Wolken, wird eine hochgradig
inhomogene Verteilung der Konzentration der Wolkenpartikel beob-
achtet. Die rdumliche Skala dieser Inhomogenitédten reicht von eini-
gen 10 cm bis zu 100 m. Im grofrdumigen Bereich sind die Inho-
mogenititen der Tropfenkonzentration mit den Inhomogenitdaten der
Niederschlagsrate korreliert. Weil die Koagulationswirksamkeit direkt
proportional zur Konzentration der beteiligten Teilchen ist, besteht
darum in Gebieten erhohter Konzentration auch eine héhere Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl ein Tropfen {iber eine mittlere Grofle hin-
weg anwéchst, so dal es zu einem raschen Koagulationswachstum
mit Bildung sehr grofler Tropfen kommen kann. Dadurch wird eine
wesentliche Beschleunigung gegeniiber dem Verhalten bei Homoge-
nitét erreicht. Als weitere Moglichkeit zur Erkldarung der raschen Ver-
breiterung des Tropfengréfienspektrums ist gleichwohl auch das blofe
Vorhandensein sehr grofler Kondensationskerne, sogenannter Riesen-
kerne, denkbar [Pinsky und Khain (1996)].

Hinsichtlich der Giiltigkeit der in der géngigen Koaleszenztheorie angewende-
ten Vereinfachungen, wenn eine turbulente Stromung vorliegt, stellen sich unter
anderem folgende Fragen:

e Kann die Turbulenz in Verbindung mit der Partikeltrégheit die beobachtete
Inhomogenisierung der rdumlichen Verteilung der Tropfen verursachen?

e Bewirkt die Trégheit der Tropfen merkliche horizontale Geschwindigkeits-
differenzen der Tropfen untereinander, so dafl die Koaleszenztheorie ent-
sprechend modifiziert werden muf3?

Speziell diesen beiden Fragen soll im folgenden nachgegangen werden. Dazu
wird zunédchst die Bewegung individueller Wassertropfen in der sie umgebenden
Luft betrachtet. Nachdem in Abschnitt 2 die Bewegungsgleichung der Tropfens
aufgestellt ist, werden in Abschnitt 3 anschlielend die Auswirkungen der Turbu-
lenz auf die rdumliche Verteilung der Tropfen untersucht. Es zeigt sich, dafl die
Tropfen bedingt durch ihre Trégheit einer Bewegung von Gebieten mit grofe-
rer Vorticity hin zu Bereichen mit geringerer Wirbelstéirke unterliegen. Auf die
Turbulenz in der Wolkenluft iibertragen, bedeutet dies die Herausbildung von
Inhomogenitédten der Tropfenkonzentration innerhalb der Wolken. In der Wol-
ke bewegen sich die Tropfen zwischen den Turbulenzwirbeln in relativ schmalen
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Kanélen, sogenannten isolierten Pfaden®, auf denen die Tropfenkonzentration
stark erhoht ist und dementsprechend die Voraussetzungen fiir vermehrte Zu-
sammenstofe der Tropfen und damit fiir Koaleszenz giinstig sind. In Abschnitt 4
folgt eine analytische Untersuchung des Verhaltens von Tropfen in einer sche-
rungsbehafteten Luftstromung unter verschiedenen einschriankenden Bedingun-
gen. Dabei wird gezeigt, dafi die Relativgeschwindigkeit zwischen zwei Tropfen
nicht — wie bei dem géngigen Koaleszenzmodell iiblich — nur aus der Differenz
der unbeschleunigten Fallgeschwindigkeiten beider Tropfen besteht, sondern viel-
mehr bei vertikaler Luftscherung die unterschiedliche Horizontalgeschwindigkeit
der Tropfen, welche diese aufgrund ihrer Trégheit und der verschiedenen Her-
kunft mitbringen, unter Umsténden einen Beitrag von derselben Gréflenordnung
liefern kann. Anschlieflend folgt — ebenfalls noch in Abschnitt 4 — ein Vergleich
der Bewegung von tragheitslosen und tragheitsbehafteten Tropfen in einer rein
wirbelférmigen Stromung — stellvertretend fiir die in der realen atmosphérischen
Turbulenz vorkommende Stromungskonfiguration — mit entsprechenden Ergeb-
nissen hinsichtlich horizontaler Geschwindigkeitsdifferenzen. Von verschiedener
Seite durchgefiihrte numerische Simulationen in Abschnitt 5 deuten auf die zu-
mindest tendenzielle Ubertragbarkeit dieser Folgerungen auf die reale turbulente
Situation in der Wolkenluft hin.

Im weiteren Verlauf wird in Abschnitt 6 zu einer mehr feldbezogeneren Be-
trachtungsweise der Tropfengeschwindigkeit iibergegangen. Die Tropfenbewegung
wird nun als dynamisches System betrachtet, fiir welches eine Stabilitédtsanaly-
se durchgefithrt wird, um die Existenz von stabilen Punkten im Stréomungsfeld
mit analytischen Mitteln untersuchen zu kénnen. Mithilfe dieser Methode der
Stabilitdtsanalyse kann schliellich der im Hinblick auf die reale atmosphérische
Turbulenz realistischere Fall einer fluktuierenden Luftstréomung ebenfalls rech-
nerisch angegangen werden. Als Ergebnis zeigt sich, dafl die Tropfen bei ihrem
Fall durch mehr oder weniger regelméflig angeordnete kreisformige Luftwirbel zu
Schwingungen in der Horizontalen angeregt werden, wodurch sich das von den
Tropfen effektiv durchlaufene Volumen wesentlich erhéht, was gleichermaflen mit
einer Zunahme der Koaleszenz in Verbindung gebracht wird.

2 Die Bewegungsgleichung von Tropfen

In diesem Abschnitt wird — als Grundlage fiir alle weiteren Betrachtungen — die
Bewegungsgleichung eines Partikels in einem Fluid zundchst in allgemeiner Form
aufgestellt und anschlieffend dem einfachen System eines Wassertropfens in der
thn umgebenden Luft entsprechend vereinfacht. Hierbei wird der Begriff der unbe-
schleunigten Fallgeschwindigkeit eingefiihrt. Abweichungen vom stationdren Fall
sind dann turbulenzbedingt.

Die Bewegungsgleichung von Tropfen der Masse m in einem viskosen Medium



lautet

dv L

Sie stellt eine Gleichgewichtsbeziehung zwischen der Beschleunigung des Trop-
fens (Tragheitskraft) und der Summe der am Tropfen angreifenden Kréfte, ndm-
lich der Schwerkraft m ¢, der Auftriebskraft F, und der Reibungskraft ﬁw, dar.
Die Tropfengeschwindigkeit V = (U, W)T soll sich nur aus einer horizontalen und
einer vertikalen Komponente zusammensetzen. Fiir die Auftriebskraft Fy gilt

Fi=—-mg2t 2)
ow
Dabei ist p;, die Dichte der Luft und oy diejenige des Wassertropfens. Nach

dem Ansatz von Stokes gilt fiir die Reibungskraft

Fy =6mn,r [Vi (X,t) =V (1)] (3)

Dabei bezeichnet r den Tropfenradius, n;, = gy, v die dynamische Viskositét

der Luft — v ~ 0,15 - 107*m?/s ist die dazugehorige kinematische Viskositiit —

und V;, = (Ur, W) " die Geschwindigkeit der Luft in der Umgebung. X = X (¢)

stellt die Position des Tropfens auf seiner Trajektorie zu einer bestimmten Zeit ¢

dar. Fiir die Bewegungsgleichung des Tropfens mit dem Radius r und der Masse
m gilt dann

dv S (e

Wird Stationaritit 0/0t = 0 und ruhende Luft V., = 0 in der Umgebung
des Tropfens vorausgesetzt, so verschwinden die lokalzeitliche Ableitung und die
Advektion der Tropfengeschwindigkeit, und es gilt:

0:—67rnLrW5+mg7<1—gL> (5)
ow

Hier wird mit WS die konstante Tropfengeschwindigkeit relativ zu einer ruhen-
den Umgebung definiert. Es ergibt sich dann die unbeschleunigte Fallgeschwin-

digkeit im Falle von Stokes’scher Reibung zu

. mg (1 — 2-
Wg = M = const. (6)
6mnLr

Mit Einfiihrung einer Zeitkonstanten 7, der Anpassungszeit der Vertikalbewe-
gung des Tropfens bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustands,

m _2gﬂr2 (7)

T = =
6mn,r 9 g
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und unter Verwendung der Tropfenmasse m = 4 w13 gy, /3 Lifit sich die unbe-
schleunigte Fallgeschwindigkeit Wg auch in der Form

W5:T§'<1—QL>%T§ (8)
ow

darstellen. Wegen 7 ~ 72 ist auch Wy = |Wg| ~ r?, also gleichermafen ei-
ne monoton wachsende Funktion des Tropfenradius r. Im weiteren Verlauf soll
die Relaxationszeit 7 den wesentlichen Indikator fiir die Tragheit eines Tropfens
darstellen. Kleines 7 bedeutet schwach ausgeprigte Trigheit, und umgekehrt.
Abhéngig von den Stromungseigenschaften gelten folgende Anhaltswerte:

r 1 pm 10 pm 100 pm
T 15 pus  1,5ms 150 ms

Ws 150 42 15 mm  p5m

S
Bei diesen Werten wurde eine mittlere Luftdichte von oy =~ 1kg/m3 ange-
nommen. Bei grofleren Dichten konnen die Werte auch um bis zu einem Drittel
niedriger ausfallen.
Es kann auch ein nichtlinearer Reibungsansatz — zum Beispiel nach Newton
— zugelassen werden:

Fw=—sCwrnrtor [io(X0) =V (0] o (X0) -V (0] (9)

Dabei ist Cyy ein Widerstandsbeiwert, iiber dessen Parametrisierung sich hy-
drodynamische Effekte in das doch recht einfache System einbinden lassen. Die
Bewegungsgleichung lautet damit bei Stationaritdt und ruhender Luft

1 .
0=~ Cwrrlop |[Wy| Wy +mg <1—QL> (10)
2 ow
Wy ist in diesem Fall die unbeschleunigte Fallgeschwindigkeit bei Newton’scher
Reibung. Mit der Reynolds-Zahl

Fe — 27”QL ‘WN’
L

1483t sich WN als Funktion von WS und Re darstellen:

(11)

- _4m§(1—g—L)_ 24

ow
N =

WT]LTCWRG N CwR

Bei bekannter Reynolds-Zahl Re lassen sich die beiden Fallgeschwindigkeiten
Wqg und Wiy also leicht ineinander umrechnen.

o WS = f (Re) WS (12)



Im folgenden wird durchgéngig Stokes’sche Reibung verwendet. Dies ist dann
statthaft, wenn Re < 1 erfiillt wird. Die Tropfen miissen dazu hinreichend klein
sein. Um die Turbulenz nicht zu beeinflussen, sollen die Tropfen auch kleiner als
die Kolmogorov’sche Mikroskala I, = (v3/ 5)1/ * sein, der Abmessung der klein-
sten turbulenten Wirbel. Die kinematische Viskositédt der Luft liegt im Bereich
von v = 0,15-10"*m? /s, und fiir die Energiedissipationsrate ¢ im atmosphiirisch
relevanten Bereich kénnen folgende experimentelle Ergebnisse als Durchschnitts-
werte angenommen werden [Khain und Pinsky (1995)]:

2

0,001 2 0,01 2 0,12

stratiforme Wolken kleine Cumuli zentrale Teile von Cb

Die Mikroskala [y hat dann Werte aus dem Bereich von 0,5 mm bis 1,5 mm.
Damit sowohl die Auftriebskraft als auch der Einflul der Fluidmasse vernachlas-
sigt werden kann, muf fiir die Partikel- und Fluiddichten oy > oy, gelten. Dies ist
fiir Wassertropfen in einer Luftstromung natiirlich erfiillt. Andererseits sollen die
Tropfen aber grof genug sein, daf§ die Brown’sche Bewegung keine Rolle spielt.
Damit die Tropfen sich unabhéngig voneinander bewegen und durch ihre Eigenbe-
wegung das Turbulenzfeld nicht beeinflussen, mufl entweder deren Massendichte
ow = my/V oder die Anzahldichte ny = Ny /V im betrachteten Luftvolumen
V' entsprechend gering sein. In einer Luftstromung unter Atmosphérenbedingun-
gen gelten diese Einschrankungen fiir den Groflenbereich 2 pym < r < 30 pm der
Tropfenradien [Maxey (1987)].

Die Bewegungsgleichung erhélt mit der Einfithrung der Anpassungszeit 7 und
der Fallgeschwindigkeit W schliellich die Form

A VA . .
T =V (X.t) =V (t)+Ws (13)

beziehungsweise in Komponenten

aU

Y iU = U 14
Ta T L (14)
d
TLVJFW — W+ Ws (15)

Herrscht eine von Null verschiedene Horizontalgeschwindigkeitsdifferenz U —
Uy, relativ zur umgebenden Luft, dann ist bedingt durch die Reibung auch die Ver-
tikalgeschwindigkeit W dementsprechend geringer als die Fallgeschwindigkeit W
bei ruhender Luft; die Abweichung ist allerdings gering, so dafl man ndherungs-
weise von W =~ Wy ausgehen kann, was im folgenden — falls nicht ausdriicklich
anders vermerkt — durchgehend vorausgesetzt wird. Eine analoge Argumentation
148t sich auch unter Zuhilfenahme der Reynolds-Zerlegung durchfiihren. Die Ver-
tikalbewegung W setzt sich ndamlich aus der Fallgeschwindigkeit in ruhender Luft
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Ws und den Fluktuationen W’ durch Anderungen der horizontalen Komponente
der Geschwindigkeit gemdfl W = Ws + W’ zusammen. Realistisch gesehen ist
W' <« Wg. Deshalb kann getrost W =~ Wy gesetzt werden [Khain und Pinsky
(1995)].

3 Die raumliche Verteilung von Tropfen

FEine Voraussetzung fir haufigeres Auftreten von Kollisionen zweier Tropfen und
damit eventuell einhergehenden Koaleszenzvorgingen ist die Erhéhung der Kon-
zentration der Stofipartner. In diesem Abschnitt stellt sich heraus, daf$ das Ge-
schwindigkeitsfeld der Tropfen auf bestimmte Weise von der umgebenden Stri-
mung der Luft abhingt. Grofie und damit trdge Tropfen meiden ndmlich Gebiete
mit starker Vorticity, was zu einer Ansammlung der Tropfen in denjenigen Gebie-
ten fiihrt, in denen die Stromung stark deformiert ist. Hinsichtlich der Verteilung
der Tropfen im Raum entstehen also Inhomogenitéten.

Um die Turbulenzeffekte beschreiben zu kénnen, fithrt man die Abweichung
der Tropfengeschwmdlgkelt von der Luftgeschwindigkeit und der Fallgeschwin-
digkeit V=V - VL — Wy ein. Fiir tragheitslose Partikel gilt V' = 0. Von Null
abweichende Werte V’ # 0 sind also trégheitsbedingt.

Nach einigen Vereinfachungen (Weglassen der lokalzeitlichen Ableitung bei
vorausgesetzter Stationaritit und des horizontalen Advektionsterms bei horizon-
taler Homogenitét) verbleibt die Bewegungsgleichung (13) in der Form

Ws S (Vo t V) 47 (Ve 9) Vo + 77 =0 (16)

Die vertikale Scherung vy, /0z und die Trégheitsbeschleunigung (VL . ﬁ) Vi
verursachen turbulente Abweichungen von der Tropfengeschwindigkeit. Fiir kleine
Tropfen mit einem Radius r < 30 pum sind sowohl AV, /9= als auch 8V’ /8z klein
und konnen vernachlissigt werden [Pinsky und Khain (1996)]. Ubrig bleibt somit
nur

V/ ~ —T (VL . 6) VL (17)
Die turbulenzinduzierten Geschwindigkeitsabweichungen werden demnach al-
lein durch die Tragheitsbeschleunigung verursacht. Ein Beispiel soll diese Aussage
verdeutlichen:
Sei V;, = (A x R - hervorgerufen durch eine starre Rotation mit der Winkel-
geschwindigkeit Q bei einem senkrechten Abstand zur Drehachse R —, so erhélt
man fiir den oben als ,, Tragheitsbeschleunigung® bezeichneten Term

—(V, V)V, =—QOx (OxR)=-02R (18)
(V- V) (6 x &)
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Das Ergebnis ist die Zentrifugalbeschleunigung, also tatséchlich eine Trig-
heitsbeschleunigung.

Das zugrundeliegende Stromungsfeld der Luft V; wird von nun an geméfl
V-V, =0 als divergenzfrei vorausgesetzt. Bildet man jetzt die Divergenz des
Stromungsfelds V' der Tropfen, so folgt unter Anwendung der Einsteinschen Sum-
mationskonvention in der Komponentendarstellung

S T S o =\ o VL, OV,
= . " = Ve — . . - _ »J L
VoV = V-Vt V)=V Va7V (V- V)V =7 or. B~
1 | (ove,  oviy\P (Vi ovi)
— _ i ) _ wo ) 1

Divergenz (‘7) = — ir [Deformation2 (VL) — Vorticity? (VL)} (20)

Bei kleinen Werten der Relaxationszeit 7 ist der Term, der die Tréagheitskréifte
beschreibt, klein, so daf entsprechende Partikel auf Anderungen im zugrundelie-
genden Stromungsfeld rasch ansprechen. Zunéchst wird der Fall einer tragheits-
losen Partikel mit 7 = 0 betrachtet. Dann beschreibt die Bewegungsgleichung
das Kréftegleichgewicht zwischen der Schwerkraft und der ihr entgegenwirkenden
Reibungskraft. Die Divergenzfreiheit des Stromungsfeldes V {ibertrégt sich dann
auf das ,,Stromungsfeld” V' der trigheitsfreien Partikel. Fiir trégheitslose Teilchen
verlauft die Trajektorie deshalb exakt entlang den Stromlinien des Strémungs-
feldes der Luft. Der Einflul der Partikeltrdgheit auf die turbulente Stromung
ist dadurch feststellbar, daf§ fiir endliche Werte von 7 das Partikelstromungs-
feld divergent wird. Dessen Divergenz kann dann von Null verschiedene Werte
annehmen. Divergenz tritt in Gebieten starker Vorticity oder schwacher Defor-
mation des Stromungsfeldes der Luft auf, umgekehrt herrscht in Gebieten mit
iiberwiegender Deformation Konvergenz. Die Partikel tendieren also dahin, sich
in Gebieten starker Deformation oder schwacher Vorticity anzusammeln.

Speziell ist eine spiralférmige Bewegung der Partikeltrajektorien bei urspriing-
lich kreisférmigen Stromlinien zu erwarten. In der reinen Deformationsstromung
nahe eines Stagnationspunktes kehrt sich die Stromlinienkriimmung um, und die
Tréagheitsverharrung 148t die Partikel zum Stagnationspunkt hin driften [Maxey
(1987)] (Abbildung 2).

Die Partikelanzahldichte, also die Zahl der Partikel pro Volumeneinheit, wer-
de mit n (#,t) bezeichnet. Bei Annahme von schwacher Tragheit sowie unter
Ausschlu8 von Teilchenstofiwechselwirkungen ist das System damit vornehmlich
durch die , Partikelerhaltung*

g;lJrﬁ-(n\?):o (21)
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Abbildung 2: Bewegung triger Partikel in einem Turbulenzwirbel (links), Ver-
halten tréger Partikel bei einem Stagnationspunkt (rechts) [Squires und Eaton
(1990)]

festgelegt. Die molekulare Diffusion bleibt hier unberiicksichtigt. Mithilfe der
Euler-Entwicklung 148t sich der Erhaltungssatz auch als

- Y = — . 22
7 (9t+v \Y nvV-V (22)

schreiben. Fiir die zeitliche Entwicklung der Partikelanzahldichte folgt damit

n(Z,t) = n(7,0) ¢ Jo VVED (23)

wobei die Partikeltrajektorie X (t) die Bewegungsgleichung dX /dt = V (Z,t)
zur Zeit t unter der Randbedingung X () = 7 16sen soll.

In der turbulenten Strémung sollte die vorausgesetzte schwache Tragheit nicht
zu wesentlichen singuldren Anhdufungen der Partikel fithren, so daf§ n (Z,t) nur
wenig von der anfanglich homogenen Partikelanzahldichte ny abweicht. Deshalb
kann die Exponentialfunktion fiir kleine x geméfl e ~ 1+ z approximiert werden

[Maxey (1987)]:

n(7,1) ~ ng (1 - Y.V (3 1) dt’) (24)

Da ja eine Akkumulierung der Partikel erfolgt, sind selbst noch fiir kleines 7
— also bei relativ geringer Trégheit — Abweichungen von den eben erhaltenen Er-
gebnissen moglich. Deren Ursache ist die Korrelation der in bestimmten Regionen
auftretenden akkumulationsbedingten Verstirkung der Partikelkonzentration mit
den Fluktuationen im dortigen lokalen Fluidfeld. Die Biindelung der Trajekto-
rien ist eine typische Figenschaft von inhomogenen Stromungsfeldern. In einer
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homogenen, aber unstetigen Strémung kénnen aber durchaus dhnliche Effekte
auftreten. Die Partikeltrigheit beschriankt dann einfach die Reaktionsfihigkeit
der Partikel auf hoherfrequentige Fluktuationen im Stromungsfeld und ist damit
die Ursache fiir das Auftreten einer Phasenverschiebung [Maxey (1987)].

4 Die Relativbewegung von Tropfen

Aus den vorherigen Abschnitten ist bereits bekannt, daff die Tragheit der Tropfen
zu Umwverteilungen im Raum und damit zu Inhomogenititen fihrt. Die Verdich-
tung der Partikelkonzentration in bestimmten Bereichen der Stromung ist eine —
allerdings noch nicht hinreichende — Vorbedingung fiir ein vermehrtes Auftreten
von Stoflen der Tropfen untereinander. Damit im Mittel mehr Kollisionsprozesse
in einer bestimmten Zeit stattfinden kénnen, miissen sich die Tropfen in erster Li-
nie schneller aufeinander zu bewegen. Dies ist gleichbedeutend mit einer groferen
Relativgeschwindigkeit der Tropfenpaare. Wihrend zundchst eine zahlenmdfige
Abschitzung des Turbulenzeinflusses in einer Luftstromung mit konstanter Sche-
rung untersucht wird, wird dieselbe Betrachtung anschlieffend — stellvertretend
fiir die in realen turbulenten Stromungen vorkommenden, zufillig angeordneten
Turbulenzwirbel — fiir eine mit periodisch aneinandergereihten Wirbelzellen durch-
setzte Luftstromung durchgefiihrt.

4.1 Stromung mit konstanter Scherung

Die horizontale Komponente der Bewegungsgleichung (14) lautet in allgemeiner
Form

du
T—4+U=U 2
m L ( 5)

Die Vertikalkomponente wird weiterhin durch W ~ Wy angenihert. Die totale
Ableitung d/dt wird iiber die Euler-Zerlegung gemafl d/dt = 9/0t + V -V aufge-
spalten. Zunéchst wird eine stetige horizontale Stromung Uy, mit einer konstanten
vertikalen Scherung o = dUp/dz = const. angenommen. Diese Art Stromung ist
auch unter dem Namen Couette-Stromung bekannt (Abbildung 3).

Bei vorausgesetzter Stationaritdt wird in der Bewegungsgleichung die zeitliche
Variation sdmtlicher Groflen vernachléssigt. Dariiberhinaus soll horizontale Ho-
mogenitat herrschen, so dafl einzig eine Abhéangigkeit von der Vertikalkoordinate
2z besteht. Ubrig bleibt eine direkte Beziehung zwischen der Horizontal- und der
Vertikalgeschwindigkeit

oU
—TWg—=U;, —-U 26
T Saz L ( )
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€ = —— = const.

U

Abbildung 3: Couette-Stromung (Erlauterungen im Text)

Das Minuszeichen steht, weil zwar Wg = |[Wg| > 0 ist, die Fallgeschwindigkeit
aber in Richtung der negativen z-Achse zeigt. In erster Ndherung gilt 0U/0z =~
oUL/0z = a, also

—raWs=U,—-U (27)

Diese Gleichung sagt aus, daf§ bei schnellerer horizontaler Relativbewegung
sich wegen der grofieren Reibung ein geringerer Vertikalwind einstellt. Fiir die
horizontale Bewegung der Tropfen folgt — unter Verwendung von (8) fiir Wg —

U=U,+7aWsgrU,+72ayg (28)

Die Tropfen bewegen sich also etwas schneller als die sie umgebende Stromung.
Als stationére horizontale Relativgeschwindigkeit zur umgebenden Luft erhalt
man dann

U, =U—-U,=7%ayg (29)

Die Relaxationszeit bis zum Erreichen dieser stationdren Geschwindigkeit ist
von dhnlicher GroBenordnung wie bei U, = 0. Die Relaxationszeit bei gescher-
ter Stromung entspricht der Dauer des Einflusses, bis die Tropfengeschwindigkeit
nur noch von Stromungsparametern und den Eigenschaftsgrofien des Tropfens
abhéngt. Uy, wichst linear mit der Scherung a des mittleren Windes. Zum Bei-
spiel gilt bei der relativ starken Scherung ov = 1s71:
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r 1 pym 10 pm 100 pm

Ws 150 4m  q5mm p5m

S

Uy, 2,25mm 9225 4m 9o5 mm

Mit zunehmender Triagheit 7 gewinnt dieser Effekt an Bedeutung. Diese gro-
Ben Werte treten aber nur in stark turbulenten Strémungen auf, wo die Tropfen
ihre stationédre Relativgeschwindigkeit nicht erreichen kénnen.

Die Komponenten der Geschwindigkeitsdifferenz zwischen den Tropfen mit
den Radien r; und r; seien

AU; = U, —U; (30)
AW, = W, =W, = AWg,; (31)

Fiir das Verhéltnis der horizontalen und der vertikalen Komponente der Ge-
schwindigkeitsdifferenzen gilt — unter Verwendung von (8) fiir Ws —

AUy 7 Wsi — 173 Ws,; 7'1-2—7-].2
N 7 ~| = = i+ Ty 32
‘AW% Ws; — W T —Tj o (i +75) (32)

Bei gleichgrofen Tropfen verschwinden zwar sowohl AU;; als auch AWg,;,
allerdings existiert fiir deren Verhéltnis ein Grenzwert. Die Untersuchung der
Grenzfille liefert

AU,

| = atman) —2artnna, (3
AU,

‘A Uzij = (Tl—i—T]) — T; fiir 7’1'>>7"j (34)

Der entscheidende Beitrag zur horizontalen Relativgeschwindigkeit wird dem-
nach von den groflen Tropfenpaaren oder von den Tropfenpaaren mit wenigstens
einem groflen Tropfen geliefert.

Fiir ein Zahlenbeispiel scheint es sinnvoll zu sein, die moglichst gréfiten, im
TropfengroBienspektrum noch in relevanter Menge vorkommenden Tropfen zu un-
tersuchen. Bei Tropfen mit Radien um r = 100 pym liegt man damit wohl kaum
falsch, weil sich in diesem GroBenbereich der Ubergang vom Wolkentropfen zum
mit wachsender Wahrscheinlichkeit ausfallenden Regentropfen vollzieht. Die An-
passungszeit 7 von Tropfen dieser Grofle betrédgt — in Abhéngigkeit von der kine-
matischen Viskositdt und der Dichte der Luft — 100-150 ms. Gibt man zusétzlich
den fiir eine vertikale Scherung ziemlich stattlichen Wert von o« = 1m/s vor, so
erhélt man fiir das Verhéltnis aus zusétzlicher horizontaler, scherungsbedingter
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Relativgeschwindigkeit und der Differenz der Fallgeschwindigkeiten zweier gleich-
grofler Tropfen mit 100 pm

=20-30% (35)

Obschon dieser Wert vielleicht unerwartet hoch ausféllt, darf man nicht ver-
gessen, daf fiir dieses Beispiel ein sehr extremer Fall gewihlt wurde, ndmlich dafl
zwei Tropfen mit denselben Radien » = 100 pum miteinander koagulieren sollen.
Dies wird in der Realitdt wohl eher selten vorkommen, finden doch die meisten
Koaleszenzvorgénge bei Paaren mit deutlichen Groflenunterschieden der beteilig-
ten Tropfen statt. Zusétzliche Effekte in gescherten Luftstromungen kénnen also
insgesamt gesehen kaum als Ursache dafiir dienen, dafl die bisher géngige Koales-
zenztheorie Unzulédnglichkeiten hinsichtlich der Intensitét des Tropfenwachstums
aufweist.

Fiir die obige Ableitung miissen folgende Einschrinkungen in Betracht gezo-
gen werden [Khain und Pinsky (1995)]:

e Die hydrodynamische Interaktion der Tropfen bleibt unberiicksichtigt. Die-
se tritt auf, wenn sich beide Tropfen auf weniger als einige Tropfenradien
anndhern, wenn die Tropfen also in die jeweilige Grenzschicht des anderen
Tropfens eintreten. Der Einflul der Tropfeninteraktion im Abstand weniger
Tropfenradien kann dadurch beriicksichtigt werden, dafl die Kollisionseffi-
zienz entsprechend parametrisiert wird.

e Die Geschwindigkeitsdifferenz wird derart angenommen, als trete im Au-
genblick des Zusammenstofles nicht wirklich eine Kollision auf, durch die
eine Geschwindigkeitsdnderung verursacht wiirde; das Vorgehen entspricht
also der klassischen Theorie, in welcher die Koaleszenzrate als proportio-
nal zur Differenz der Fallgeschwindigkeiten in ruhender Luft vorausgesetzt
wird.

Es wird demnach eine Annéherung im grofien Maflistab betrachtet. Der Ab-
stand zwischen den kollidierenden Tropfen muf allerdings gering genug sein, da-
mit derselbe Wert % fiir beide Tropfen verwendet werden kann; es ist also eine
Beschriankung auf den Bereich weniger Tropfenradien vonnéten.

Insgesamt gesehen wird demnach die Turbulenz im kleineren Mafistab, also
im viskosen Bereich, nicht beriicksichtigt. Dies wird vor allem bei den kleineren
Tropfen, die von den Abmessungen her vergleichbar mit den Turbulenzwirbeln
oder kleiner sind, zu Modifikationen fithren. Fiir gréflere Tropfen sollten die Tur-
bulenzeffekte hingegen eine untergeordnete Rolle spielen.
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4.2 Periodisch fluktuierende Stromung

Stellvertretend fiir eine reale, von Turbulenzzellen durchsetzte Luftstromung wird
ein divergenzfreies, zelluldres Stromungsfeld in Form einer periodischen Aneinan-
derreihung von Turbulenzwirbeln in zwei Dimensionen betrachtet (Abbildung 4),
das sich durch eine Stromfunktion ¢, iiber die Beziehung

A~

= UI;L sin (k x) sin (k z) (36)

ausdriicken 1a8t. Dabei stellt k£ = 27 /X die Wellenzahl der periodischen Wir-
bel dar. Fiir die Luftstrémung gilt dann V;, = 7 x Vb, mit 7 x j = k, und damit
ergibt sich fiir die Komponenten der Stromung

U, = %ZL = Uy sin (kz) cos (k 2) (37)
W, = —%IZL = —Uy, cos (k) sin (k 2) (38)
z-L
an
m
o x/L
0 w an

Abbildung 4: Zelluldres Stromungsfeld [Wang et al. (1992)]

Die horizontale Komponente der Bewegungsgleichung (14) lautet in ihrer ur-
spriinglichen Form

du
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Fiir die Vertikalkomponente gelte hingegen weiter W ~ Ws. Wird nun der
Ansatz fiir die horizontale Komponenten Uy der Strémungsgeschwindigkeit der
umgebenden Luft V; in die Bewegungsgleichung eingesetzt, so erhilt man

Tcil[t]:UL—U:UL sin(kx) cos (kz) —U (40)

Die Vertikalkomponente W}, kann gegeniiber der Fallgeschwindigkeit Wg ver-
nachléssigt werden. Die Bewegung in vertikaler Richtung vereinfacht sich dann
zu

Z:—Wt%—Wst (41)

Damit 188t sich eine Differentialgleichung fiir die horizontale Komponente U
der Tropfengeschwindigkeit V' bilden, indem in der Bewegungsgleichung die Zeit-
koordinate ¢ durch die zugehorige Fallstrecke z ausgedriickt wird:

d A
—TWSd—u:UL sin (kx) cos (kz) —U (42)
z
Zur Losung dieser Differentialgleichung bietet sich ein Schwingungsansatz der
Form

U=U(x,z)=A(x) cos(kz)+ B(x) sin (k 2) (43)

an. Dies 1483t sich auch als

U=U(z,z) =U cos(kz— ) (44)

darstellen. In die Differentialgleichung eingesetzt, ergibt sich — unter Verwen-
dung von (8) fiir Wg — bei Koeffizientenvergleich der Terme mit Sinus und Kosinus
fiir die Amplitude

N U, sin(k2)
U= A2+B2:\/1+g274k2' (45)

und fiir die Phasenverschiebung

B
¢ = arctan 1= arctan (92 2 k’) (46)

Dieses Ergebnis besagt, daf§ die Tropfen bedingt durch eine periodische Abfol-
ge von Wirbeln in der sie umgebenden Stromung der Luft ebenfalls zu Schwingun-
gen angeregt werden. Tropfen mit geringer Trégheit 7 ~ 0 folgen annédhernd der
Stromung der Luft, was dadurch zum Ausdruck kommt, dal die Amplitude U, ih-
rer Oszillation mit derjenigen der Strémung iibereinstimmt und zwischen beiden
Schwingungen keinerlei Phasenverschiebung ¢ besteht. Bei sehr grofler Trigheit
7 — oo hingegen verschwindet die Amplitude U, der Tropfenoszillationen, und
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die Tropfen sind nicht mehr in der Lage, der Stromung zu folgen, da die Fluk-
tuationen fiir diese Tropfen zu rasch vor sich gehen, und folgen demnach — nur
durch die Schwerkraft angetrieben — einer geradlinigen Bewegung mit ihrer unbe-
schleunigten Fallgeschwindigkeit Ws. Fiir die Phasenverschiebung gilt ¢ — 7/2
fiir 7 — oo. Tropfen mit endlicher Trégheit irgendwo im Bereich zwischen diesen
beiden Extremen fithren geddmpfte Schwingungen durch — mit gegeniiber der
Luftstromung verminderten Amplituden bei gleichzeitiger Phasenverschiebung
(Abbildung 5).

F
T = 0 0 < 7T <{ @

am

O

D \ . . : oL

Abbildung 5: Tropfenschwingungen bei periodischem Stromungsfeld (Erlauterun-
gen im Text)

Ob die hier betrachteten periodischen Fluktuationen bei der Tropfenkoales-
zenz eine Rolle spielen, héngt nun davon ab, wie grof§ die horizontalen Geschwin-
digkeitsabweichungen zweier Tropfen im Vergleich zur Differenz ihrer Fallge-
schwindigkeiten werden kénnen. Dazu betrachtet man am besten das Verhilt-
nis aus den horizontalen und vertikalen Geschwindigkeitsdifferenzen der beiden
Tropfen mit den Radien r; und r;
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AU AU \/(Ai_Aj)2+<Bi_Bj)2 (it T) Upk sin (k)

~ = = (47)
AW AWS ‘Wsﬂ' — WS,]” /14 92 Ti4 k2. /1 + 92 7—]{1 k2
Als Grenzfall ergibt sich zum einen fiir Tropfen derselben Grofie
A 2 .
v T Upk sin(kx) fir r; = r; (48)

N
AWS 1+ 92 T4 k2
Sowohl fiir 7 — 0 als auch fiir 7 — oo verschwindet dieses Verhéltnis; ir-
gendwo dazwischen mufl diese Grofie deshalb ein Extremum aufweisen. Es zeigt
sich, dafl dieses Maximum fiir einen weiten Bereich der Wellenzahlen k bzw. der
Wellenléngen A in guter Ndherung bei Tropfengrofien von ziemlich genau 100
pm liegt. Zur Abschéitzung des Effektes, den die zusétzliche horizontalen Rela-
tivgeschwindigkeit der Tropfen untereinander hinsichtlich der Koaleszenz verur-
sachen, werden deshalb im folgenden Zahlenbeispiel zwei Tropfen mit jeweils r
= 100 pm betrachtet, deren Anpassungszeit 7 ungefiahr 100-150 ms betréagt. Die
Amplitude der periodischen Fluktuationen wird mit U, =1 m/s angenommen.
In Abhéngigkeit von der Wellenldnge A der Stromungswirbel ergeben sich dann
folgende Anhaltswerte:

A Im 10m 100 m

L% 5% 15 %

Der Wert von 15 % bei Wellenldngen um 10 m kann eventuell gerade noch
vernachlassigt werden; sind allerdings geringere Wellenléingen und damit kleinere
Luftwirbel in der Stréomung vorhanden, so mufl man den Effekt der Vergrofe-
rung der Relativgeschwindigkeit zweier Tropfen in geeigneter Weise beriicksich-
tigen, falls im Tropfengréfenspektrum wirklich geniigend Tropfen mit Radien
um 100 pm existieren, die zur Koaleszenz fihig sind. Dieses Ergebnis darf frei-
lich nicht iiberbewertet werden, weil das Beispiel gerade so gewéhlt wurde, dafl
ein groftmoglicher Effekt eintritt. Bei der Relativbewegung zweier gleichgrofler
Tropfen mit Radien deutlich unter 100 pym fallen die Zahlenwerte wesentlich un-
bedeutender aus und brauchen in der Regel nicht beriicksichtigt zu werden. Hinzu
kommt, daf§ die Wellenldnge der grofleren, bedeutenderen Wirbel in den Wolken
eher im Bereich von 10 m bis 100 m liegt, wo der betrachtete Effekt weniger
ausgepragt ist.

Fiir Tropfen, deren Grofle sehr stark differiert, erhélt man hingegen — unter
Verwendung von (8) fiir Wg —

AU 1

N — e Uy, sin (k) fiir 7; > r; (49)
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Erwartungsgeméaf héngt das betrachtete Verhiltnis in diesem Fall stérker
vom grofleren und damit trageren Tropfen des Paares ab, so daf§ der Effekt der
zusétzlichen Geschwindigkeitsdifferenz in der Horizontalen bei verschieden groflen
Tropfen eher ohne Belang.

Ob die vorliegenden Resultate im Hinblick auf die reale Atmosphére von Rele-
vanz sind, ist schwer zu sagen. Die turbulenten Wirbel werden hier stark schema-
tisiert als zweidimensionale, periodisch aneinandergereihte Zellen dargestellt, die
eine wirkliche, inhomogene bzw. anisotrope turbulente Stromung mit ihren cha-
rakteristischen Figenschaften selbstredend nicht vollstindig wiedergeben kann.
Man kénnte erwarten, dafl durch Hinzunahme der dritten Dimension eine grofiere
Variabilitiat der Relativbewegung ermdoglicht wiirde, wodurch der hier betrachtete
Effekt ebenfalls profitieren konnte.

5 Ergebnisse numerischer Simulationen

Das in den vorigen Abschnitten gefundene Ergebnis, daf$ die Trigheit der Tropfen
zu einer Inhomogenisierung threr raumlichen Verteillung fiihrt, sollte nun eigent-
lich mittels Ezxperimenten verifiziert werden. Weil Messungen in realen Wolken
aber aufwendig und in der Regel nicht reproduzierbar sind, begniigt man sich mit
der Simulation wvon idealisierten Tropfen-Luft-Gemischen mithilfe eines Rech-
ners. Nachfolgend werden hierzu die Ergebnisse einiger Verdffentlichungen in
zeitlicher Abfolge vorgestellt. Auf eine Beschreibung der verwendeten Modelle wird
hier zugunsten der Ubersichtlichkeit verzichtet.

Die Arbeiten von Maxey und Corrsin (1986) sowie Maxey (1987) gehoren
zu den frithesten, die sich mit der Problematik der Partikeltrdgheit im Beisein
von Turbulenz oder entsprechend simulierter Luftwirbel befassen. Im speziellen
wird das unterschiedliche Verhalten der Teilchen in bestimmten Bereichen der
Stromung, die damit verbundene Entstehung sogenannter ,isolierter Pfade“ und
die Auswirkungen dieser Effekte auf den zeitlichen Ablauf von Sedimentierungs-
vorgéangen untersucht:

Falls 7 klein und die Antwortzeit der Partikel entsprechend gering ist,
gleicht sich das Mittel der Vertikalgeschwindigkeit der Fallgeschwin-
digkeit an, (W) ~ —Wjs, da die Partikel der Stromung vollstandig fol-
gen konnen und die turbulenten Geschwindigkeitsschwankungen sich
gegenseitig wegheben. Ist demgegeniiber 7 groff, so hinkt die Ant-
wort tragheitsbedingt ihrer Ursache hinterher, was gleichzeitig mit
einer verminderten Intensitéit einhergeht, so dafl die verédnderliche
Stromung einen geringeren Einflul auf die tragen Partikel hat.

Es besteht die Moglichkeit, dafl Teilchen in geschlossenen Gebieten
festgehalten werden. Dieser Fall kann aber nur dann eintreten, wenn
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in Teilen dieser Gebiete die Aufwartsbeschleunigung die entgegen-
gesetzte Fallbeschleunigung iiberwiegt. Aus Stetigkeitsgriinden folgt
dann die Existenz von Gleichgewichtspunkten oder -linien, auf denen
W = — Wy exakt gilt und die damit beschleunigungsfrei sind. Die
Moglichkeit eines Teilcheneinschlusses héingt von der Fallgeschwin-
digkeit Ws ab. Bei Wg — oo treten keinerlei Einschliisse auf, wohin-
gegen bei W = 0 sdmtliche Partikel daran gehindert werden, aus der
Stromung auszufallen.

Wird nun Trégheit in der Form eines endlichen Wertes von 7 zuge-
lassen, so verschwinden die geschlossenen Raume. Dies bedeutet, daf3
bei tragen Partikeln wegen der nunmehr einsetzenden Zentrifugal-
kraft keine geschlossenen Radume mehr bestehen konnen. Die Teilchen
bewegen sich in spiralférmigen Bahnen nach auflen und durchque-
ren dabei moglicherweise andere geschlossene Gebiete triagheitsloser
Teilchen mit 7 = 0. Bei abnehmender Anpassungszeit 7 dauert es
wegen der geringeren Trigheit trotz gleichbleibender Divergenz des
Stromungsfeldes immer ldnger, bis das Teilchen den inneren Bereich
der Zelle verldfit und ein stationédres Gleichgewicht entstehen kann.
In Gebieten am Rand der Turbulenzzellen herrscht eine bevorzugte
Stromung nach unten, so dafl dort die seitlich nach auflen driftenden
Partikel in tiefere Regionen weggesaugt werden. Eine Reduzierung
der Partikeltragheit verzogert den Prozefl nur; letztendlich féllt jede
Partikel nach unten durch. Die Gleichgewichtspunkte existieren aller-
dings weiterhin. Teilchen, die genau an diesen Punkten in Ruhe sind,
verweilen auch dort. Dabei handelt es sich freilich um kein stabiles
Gleichgewicht, denn bereits eine infinitesimal geringe Verschiebung
aus dieser Lage geniigt zur Zerstorung des Gleichgewichts.

Das zellulare Stromungsfeld scheint die Absetzung der Partikel im
Durchschnitt zu beschleunigen. Dies ist auch noch bei sehr kleinem
T beobachtbar. Fiir grofie Fallgeschwindigkeiten Wy erfolgt hingegen
eine leichte Verminderung der Absetzgeschwindigkeit. Bei tragheitslo-
sen Partikeln ist im Mittel keine Verdanderung der Absetzgeschwindig-
keit zu erkennen. Grofle Tréagheit verursacht, dal die Partikel raschen
Geschwindigkeitsdnderungen nicht mehr folgen koénnen, also einen
Tiefpaffilter der Stromung darstellen. Allerdings kann es passieren,
dafB ein Teilchen an irgendeinem beliebigen Ort zur Ruhe kommt. Dort
ist dann, solange die Partikelbewegung gering ist und damit auch kei-
ne Ursache fiir die Existenz von Tréagheitskréften besteht, der Einflufl
der Umgebung auf die Partikel besonders grof. Hinsichtlich der Teil-
chenbahnen kann dies eine sprunghafte Richtungsédnderung zur Fol-
ge haben. Die Trajektorien grofler Partikel setzen sich demnach aus
geradlinigen Segmenten mit teilweise abrupten Richtungsénderungen
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zusaminer.

Wird die Bewegung einzelner Partikel verfolgt und dabei eventuell
auftretende Partikelanh&dufungen untersucht, so stellt sich heraus, dafl
ohne Trigheit keine solchen Anh&ufungen erkennbar sind, und zwar
weder im Falle von EinschlieBungen bei sehr kleinem Wyg, noch beim
Austallen der Partikel bei sehr groBem Wg. Wenn keine Tréagheit vor-
handen ist, bleibt die urspriinglich homogene Verteilung der Partikel
auch in Zukunft homogen. Bei einsetzender Tréigheit verlassen die Par-
tikel die Einschlu3bereiche spiralférmig nach aufien, so dafl im Inneren
dieser Einschlufbereiche fast keine Partikel mehr anzutreffen sind. Die
Ansammlung der Trajektorien erfolgt entlang wohldefinierter Wege,
sogenannter isolierter Pfade”, die auch im weiteren Verlauf bestehen
bleiben. Selbstverstandlich bewegen sich die Teilchen auf diesen Bah-
nen trotzdem weiter. Sind die isolierten Pfade zwar stationér, aber
nicht geschlossen, so riicken eben sténdig neue Partikel nach. Diese
isolierten Pfade sind identisch mit den fiir ¢ — oo angestrebten asym-
ptotischen Partikeltrajektorien. Ist die Tragheit nur schwach und wird
die Gravitation zunéchst auler acht gelassen, so verlassen die Teilchen
die Zelle, und das AuBere der Zelle stellt in diesem Fall den isolier-
ten Pfad der Partikel dar. Verschiedene Trajektorien gleichen sich so
asymptotisch einander an. Werden wéahrend der Aufwirtsbewegung
bei grolem W Einschlufigebiete durchquert, so kénnen eventuell mit-
gefiihrte tragheitslose Teilchen darin eingeschlossen werden, wohinge-
gen die schwereren Teilchen einfach unbeeinflufit weiterfliegen.

Vorwiegend mit den Auswirkungen der Partikeltrégheit auf die rédumliche
Verteilung der Partikel in einer von Wirbeln durchsetzten Strémung und einer
damit verbundenen Inhomogenisierung ihrer Anzahldichte beschéftigen sich die
Veroffentlichungen von Squires und Eaton (1990, 1991):

Eine Ermittlung der Partikelanzahldichte ergibt Spitzenwerte, die den
Mittelwert der Anzahldichte um das 30-fache iiberschreiten kénnen.
Stellt man Auftragungen der Anzahldichte solchen der Enstrophie, die
proportional zum Quadrat der Vorticity ist, gegeniiber, so zeigt sich,
daB eine hohe Partikeldichte mit geringer Vorticity verbunden ist und
dafl umgekehrt an Orten mit starker Vorticity nur wenige Partikel zu
finden sind.

Sehr kleine Partikel, deren Relaxationszeit 7 vergleichbar oder klei-
ner als die externe Zeitskala 7.,; der Stromung ist, zeigen eine ge-
ringere Tendenz, sich in bestimmten Regionen zu akkumulieren. Weil
sehr grofle Partikel mit entsprechend groflier Relaxationszeit, fiir die
T/ Text > 1 gilt, nur wenig von der Turbulenz beeinfluflt werden, wird
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auch bei diesen grofien Partikeln keine Haufung in bestimmten Gebie-
ten niedriger Vorticity beobachtet. Es muf also ein optimales Verhilt-
nis der Partikelzeitkonstante und der Fluidzeitskala 7/7.,; existieren,
das mit einer besonders ausgepriagten Partikelanhdufung verbunden
ist.

Es zeigt sich, daB fiir bestimmte Verhéltnisse 7/7.,; der Partikelzeit-
konstanten und der Fluidzeitskala die Partikel in turbulenten Zellen
eingeschlossen werden koénnen. In Konvergenz- und in Stromungszo-
nen erweist sich die Geschwindigkeitsdifferenz zwischen den Partikeln
und dem Fluid als gréfler als in den konvektiven und in den Rota-
tionsgebieten; triage Partikel, die in diese Regionen kommen, kénnen
ihre Geschwindigkeit nicht schnell genug den verdnderten Umgebungs-
bedingungen anpassen. Als Konsequenz daraus verdichten sich die
Trajektorien verschiedener Partikel in Richtung geringerer Vortici-
ty und groferer Deformation. In diesen Akkumulationsgebieten wird
zum Teil das 25-fache der mittleren Partikeldichte beobachtet.

Die Turbulenz an sich fiithrt also nicht unbedingt — wie eigentlich zu
erwarten — zu einer Homogenisierung, sondern kann durchaus auch
zu einer Diskretisierung der Partikelkonzentration fithren. Das Auf-
treten dieser Effekte zeigt aber eine starke Abhéngigkeit vom relativen
Verhiltnis der Zeitskalen 7/7..;.

In den Arbeiten von Wang et al. (1992) sowie Wang und Maxey (1993) wird
vor allem die Dispersion triger Partikel in einer turbulenten Umgebung unter-
sucht:

Die Tragheitseffekte verursachen eine Akkumulation von Partikeln in
der Peripherie von Vortexstrukturen als Folge der Interaktion schwe-
rer Partikel mit der kleinskaligen Strémungsdynamik im Dissipati-
onsbereich. Die Partikel tendieren dahin, sich entlang der abwérts ge-
richteten Seiten dieser lokalen Strukturen zu bewegen (Abbildung 6).
Dabei kommt neben dem Einflul des lokalen Windfelds und der Par-
tikeltrégheit noch hinzu, dafi die Partikel gewthnlich von oben kom-
men. Die starkste Akkumulation tritt dann auf, wenn die Partikelant-
wortzeit mit der Zeitskala der kleinsten turbulenten Wirbel vergleich-
bar ist. Diese Skalierung deutet also darauf hin, dafl die kleinskalige
Stromungsdynamik bei bestimmten Aspekten der Partikelbewegung
eine bedeutendere Rolle spielt als bisher angenommen. Gewohnlich
wird nédmlich davon ausgegangen, dafl die groflerskalige, energiereiche
Fluidbewegung den Transport und damit verbunden die grofirdumige
Anordnung der Partikel dominiert.

Nebenbei wird auch ein starker Einflufl auf die Absetzgeschwindigkeit
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der Partikel im Fluid und auf die Effizienz von Mischungsvorgingen
beobachtet.

&

Abbildung 6: Partikeltrajektorien in zelluldrer Stromung [Wang und Maxey
(1993)]

Die bis dato neuesten Verdffentlichungen stammen von Khain und Pinsky
(1995) sowie Pinsky und Khain (1995a, 1995b, 1996, 1997) und beinhalten ne-
ben vielen Abbildungen von — jeweils mit unterschiedlichen Parametern durch-
gefithrten — Simulationen auch begleitende analytische Untersuchungen, die wei-
testgehend das Geriist des theoretischen Teils dieser Seminararbeit bilden. Im
Gegensatz zu den vorher zitierten Arbeiten, die allgemeiner — von einem inge-
nieurwissenschaftlichen Standpunkt aus — abgefafit sind und das Verhalten von
festen oder fliissigen Partikeln in einem Fluid als Tragermedium zugrundelegen,
beziehen sich Pinsky und Khain ausdriicklich auf wolkenphysikalische Vorgénge.
Ihre numerischen Stromungsmodelle zur Bewegung von Wassertropfen in Wol-
kenluft lieferten im einzelnen folgende Resultate:

Kleine Unterschiede in der Tropfengréfie konnen zu erheblichen Diver-
genzen der Bahnen der beiden Tropfen in der turbulenten Strémung
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fithren. Auch geringe Abweichungen des Ursprungsortes konnen vollig
verschiedene Trajektorien ergeben. Der horizontale Abstand zweier
Tropfen kann nach einiger Zeit sogar grofler sein als der Abstand der
beiden Tropfen in vertikaler Richtung.

Befinden sich zum Beginn der Simulation Tropfen mit 100 ym Radius
in gleichméfigen horizontalen Abstédnden in demselben Hohenniveau,
so entstehen isolierte Pfade im Abstand von einigen 10 m, auf denen
sich die Tropfen wahrend ihres Falls ansammeln. Die grofiten Turbu-
lenzzellen liefern den iiberwiegenden Beitrag zur Anhdufung der Par-
tikeltrajektorien. Es existieren bestimmte Gebiete in der Stromung,
die von den Tropfen gemieden und nicht durchflogen werden. Auf
diese Weise entstehen Inhomogenitéaten im Hinblick auf die Tropfen-
konzentration. Werden mehrere dieser 100 ym grofien Tropfen an ver-
schiedenen Stellen eines Wirbels ausgesetzt, so bewegen sie sich in
ebenen Spiralen und fliegen in einem gemeinsamen schmalen Pfad
aus dem Wirbel heraus. Tropfen, die sich zu Beginn auflerhalb des
Wirbels befinden, betreten diesen auch im weiteren Verlauf nicht und
zeigen demzufolge auch keine spiralférmigen Trajektorien. Wird das-
selbe mit 10 pum groflen Tropfen durchgefiihrt, so ist auch in diesem
Fall ein Uberwiegen des Beitrags der groBten turbulenten Wirbel zu
erkennen. Im turbulenten Diffusionsprozefl konnen sich kleinere Trop-
fen ziemlich lange in demselben Wirbel authalten. Die isolierten Pfade
der verdichteten Tropfenbahnen beginnen direkt an diesen Wirbeln.
Die Variation der Tropfenkonzentration ldngs der Bahn bewegt sich
im Bereich von einigen m bis zu einigen 10 m. Quer zur Bahn liegen
Unterschiede in der Konzentration bereits in Abstdnden von weni-
gen cm bis zu einigen 10 cm vor. Léngs der Pfade bestehen demnach
schwichere Gradienten der Tropfenkonzentration als quer dazu. Folg-
lich handelt es sich bei den Gebieten erhchter Konzentration um in
die Lénge gezogene, schmale Gebilde. Die Lénge der Tropfenbahnen
wéchst also gegeniiber dem turbulenzfreien Fall an, was mit einer er-
heblichen Vergrélerung der Kollisionsrate einhergeht.

Falls sich mehrere Tropfen gemeinsam in derselben turbulenten Zelle
auf beinahe denselben geschlossenen Bahnen bewegen, die mit unter-
schiedlicher Geschwindigkeit durchlaufen werden, so kénnen sich ihre
Trajektorien dabei ohne weiteres kreuzen, denn es kommt nur dann
zu einer Kollision, wenn die Bahnen zweier Teilchen sich zu demselben
Zeitpunkt schneiden.

Der Einflul der Turbulenz auf die stochastische Koaleszenzrate er-
weist sich als signifikant unter der Annahme, dafl zu Beginn der Si-
mulation bereits 30 um grofle Tropfen vorhanden sind. Schon nach
10 min ist eine deutliche Verbreiterung des Tropfenspektrums sowie
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eine Zunahme der Konzentration grofler Tropfen zu beobachten. Bei
den kleinen Tropfen treten zwar nur geringe Differenzen in deren tur-
bulenten Geschwindigkeiten auf, allerdings ist gleichzeitig auch die
Differenz ihrer Fallgeschwindigkeiten klein, so dafl sich die Turbulenz
auch bei kleineren Tropfen bemerkbar macht. Die Differenz der Fallge-
schwindigkeiten geht nédmlich fiir Trofenradien » — 0 schneller zuriick
als die tréagheitsbedingte Geschwindigkeitsdifferenz.

Die Gebiete, in denen Konzentrationsanhdufungen oder -defizite herr-
schen, unterliegen mit fortlaufender Zeit einem chaotischen Wandel,
gleiches gilt auch fiir die Verteilung der Inhomogenitiaten. Wird eine
groBriumige Gleichverteilung von Gebieten mit Divergenz V -V > 0
und Konvergenz V-V <0 angenommen, so kompensieren sich die Ge-
biete mit Tropfenanhdufung und diejenigen mit einer Verminderung
der Konzentration nicht auf die gleiche Weise. Vielmehr {iberwiegen
wegen der nichtlinearen Natur des Kollisionsprozesses in Form der
zugehorigen stochastischen kinetischen Gleichung die Bereiche mit ei-
ner Verstirkung der Konzentration. Die Inhomogenitét verstérkt sich
mit der Zeit noch, was die Verbreiterung des Tropfenspektrums erheb-
lich beschleunigt. Beispielsweise werden im vorliegenden Fall 350 pym
grofle Tropfen bereits nach 15 min beobachtet. Bei vollkommen homo-
gener Konzentration wiirden die gréfiten Tropfen zu diesem Zeitpunkt
gerade einmal 1/4 bis 1/3 dieses Wertes erreichen.

Bei Kenntnis der Bewegungsgleichung 148t sich ohne gréfiere Schwierigkeiten
ein einfaches Programm erstellen, das die Tropfenbahnen bei einer vorgegebenen
Stromungskonfiguration berechnet und anschliefend graphisch darstellt. Abbil-
dung 7 kann als durchaus charakteristisch fiir die dabei erhaltenen Ergebnisse
betrachtet werden. Weitere dhnliche Bilder — mit Variation der Tropfengrofie und
des Stromungszustandes — findet man in Pinsky und Khain (1996).

Die Theorie besagt, daf trage Tropfen Gebiete mit grofler Vorticity verlas-
sen und sich in Gebieten stark deformierter Stromung ansammeln. Ein Blick
auf den Ausdruck einer entsprechenden Simulation bestétigt diese Aussage. Es
sind Bereiche beobachtbar, die von den Tropfen gemieden werden. Diese Gebie-
te fallen offensichtlich mit den grofleren Turbulenzwirbeln zusammen. An den
Flanken dieser Bereiche ist eine Ansammlung der Trajektorien in langgestreck-
ten und demnach stark deformierten Pfaden zu beobachten. Wo eine Drangung
der Trajektorien verschiedener Tropfen herrscht, erhoht sich dementsprechend die
Wahrscheinlichkeit fiir Kollisionen der Tropfen miteinander.

Vereinzelt lassen sich geschlossene Gebiete beobachten, die von einem Wirbel
umstromt werden. Voraussetzung fiir deren Existenz ist eine aufwirts gerichtete,
die entgegengesetzte Fallgeschwindigkeit der Tropfen kompensierende Stromung.
Fiir tragheitsbehaftete Tropfen ist ein solcher Zustand allerdings nicht dauerhaft
stabil.
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Abbildung 7: Simulation der Trajektorien von 100 Tropfen mit Radius 100 pum,
in 5 m Abstand freigesetzt (Erlduterungen im Text)

6 Stabilititsanalyse der Tropfenbewegung

FEs folgt nun ein den analytischen Betrachtungen von Pinsky und Khain (1995a,
1997) entnommener Abschnitt, in dem im Gegensatz zur bisherigen Untersuchung
der Bewegung individueller Tropfen in der sie umgebenden Luft die Vorgdnge nun
von einem mehr feldbezogenen Standpunkt aus betrachtet werden. Ein solcher An-
satz erlaubt die Darstellung der Tropfenbewegung in Form eines dynamischen
Systems gekoppelter Differentialgleichungen. Als Losungen erhdlt man zum einen
bereits durch die vorhergehenden Abschnitten bekannte Resultate, was die An-
wendbarkeit dieser Betrachtungsweise der Tropfenbewegqung rechtfertigt. Dariiber-
hinaus lassen sich aber auch weitergehende Aussagen hinsichtlich der Stabilitét
der erhaltenen Ldsungen ableiten. Diese Methoden werden wieder auf eine aus
periodisch aneinandergerethten Wirbelzellen aufgebauten Stromung angewandt,
wobei die Effekte sowohl mit als auch ohne eine zusdtzlich auftretende vertika-
le Scherung behandelt werden. Es stellt sich heraus, daf$ die Tropfen unter be-
stimmten Umstdnden zu Schwingungen in der Horizontalen angeregt werden, die
deshalb gesondert untersucht werden.
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6.1 Die Tropfenbewegung als dynamisches System

Die vereinfachten Bewegungsgleichungen (14), (15) der Tropfen lauten

‘(Z” — U= fi(z,2UW) (50)
Z = W=fylz,2UW) (51)
Tcil(t] = —U+Ur=fs(z,2,UW) (52)
TOZtV = Ws— W+ Wy, = fu(w,2U,W) (53)

U und Wy, sind die horizontale bzw. die vertikale Komponente der Stromungs-
geschwindigkeit der Luft in der Umgebung. Dies ist die exakte Form bei Annahme
von Stokes’scher Reibung. Allerdings kénnen durch die Parametrisierung von Wy
auch Effekte beriicksichtigt werden, die iiber den Stokes’schen Ansatz hinausge-
hen.

Die charakteristische Gleichung des Systems aus den vier Differentialgleichun-
gen lautet

det <afi - sdik> =0 (54)

8:ck

mit den Phasenkoordinaten z; =z, 19 = 2, x3 = U und x4, = W.

Die partiellen Ableitungen der auftretenden Geschwindigkeiten werden mit
Opy = OUL/0x, O, = OW /0, apy = OUJOz und «,, = OW/0z abgekiirzt.
Damit lautet die Kontinuitédtsgleichung o, +«a.. = 0 und fiir die charakteristische
Gleichung folgt

(rs2+s) +8=0 (55)

mit 3 = agp ., — Qg . Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Gleichgewichts ist das Verschwinden der rechten Seiten der vier Differentialglei-
chungen f; = fo = f3 = f4 = 0. Gleichbedeutend damit ist U = U, =0, W =0
und Wy, = —Wjs. Diese Gleichgewichtspunkte werden durch die Fluktuation mit
der groBiten Amplitude, also durch den grofiten turbulenten Wirbel bestimmt.
Falls 8 < 0 gilt, also v := /=3 > 0 gilt, lait sich die charakteristische Gleichung
in der Form

788 +s+ty=0 (56)

mit den Losungen

1 [
51,2,34 = E <— 1+ 1+ 47”7) (57)
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schreiben. Fiir v < A/4 sind alle Losungen reell, drei davon sind negativ und
eine positiv. Ist v > A/4, dann sind nur zwei Losungen reell, eine davon positiv
und die andere negativ, aber zwei Losungen komplex-konjugiert. Die positiven
Losungen fithren zu Sattelpunkten, beschreiben also ein instabiles Gleichgewicht.
Die positiven Losungen zeigen dariiberhinaus, daf3 Tropfen nicht auf Dauer in
den Gebieten, in denen (8 < 0 gilt, bleiben. Fiir kleine Tropfen mit A > 1 ist die
positive Wurzel unabhéngig von den Tropfeneigenschaften stets gleich 7.

Im Falle von 3 > 0, also v/—3 = i lautet die charakteristische Gleichung

78 +s+tiy=0 (58)

mit den Losungen

1 T
512,34 = Z <— 1+ 1+ 47'1’}/) (59)

Der eine Teil der Losungen

812:i —1—1\/1+\/1+1672724_—i\/—1+\/1+1672’y2 (60)
co2r V2 V2

besitzt einen groffen negativen Realteil und klingt damit rasch ab. Die iibrigen
Losungen

1 1 i
S84 =5 (—1+\/5\/1+\/1+167272:t\;§\/—1+\/m) (61)

haben positive Realteile und ergeben spiralférmige Tropfenbahnen um insta-
bile Brennpunkte. Beim Eintreten in Gebiete mit § < 0 setzen die Tropfen ihre
urspriingliche Bewegung unter Bevorzugung einer Richtung fort, wohingegen Ge-
biete mit 4 > 0 von den Tropfen gemieden werden.

Fiir kleine Tropfen mit v7 < 1 gilt vereinfacht

ssa~TY iy =7HB+iy (62)

Die Bedingung v7 < 1 ist zum Beispiel fiir 10 pm grofie Tropfen mit v =
V=03 =~10-25s71, aber 7 = Wy /v = 1073 s hinreichend gut erfiillt. Die Perioden-
dauer, also die Zeitdauer fiir einen spiralférmigen Umlauf, wird durch den Ima-
gindrteil dieser Losung, also durch v bestimmt und ist damit nur von Strémungs-
parametern abhéngig. Die dazu benétigte Zeit, ein Gebiet mit 3 > 0 zu verlassen,
ist hingegen durch den Realteil 7+2 gegeben. Fiir sehr kleine, praktisch trigheits-
lose Tropfen mit 7 — 0 wird deshalb die zum Verlassen des Wirbels benétigte
Zeit unendlich groff. Fiir sehr grofle Tropfen mit Radien von zum Beispiel iiber
300 pm sind wegen Ws > W iiberhaupt keine Gleichgewichtspunkte mehr vor-
handen. Fiir kleine Tropfen unter einigen 10 pm besteht die Ansammlung der
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Trajektorien so lange, bis die Lebensdauer der dazugehorigen Wirbel zu Ende
geht. Teilchen dieser Grofle sind also fiir groflerskalige turbulente Strukturen nur
schwer einsammelbar.

Die Skala, innerhalb derer die Zunahme der Tropfenkonzentration zu erwarten
ist, héangt von der Trégheit der Tropfen ab. Der Einflu} der Dissipation ist nur
bedeutend bei Skalen oberhalb des Bereiches von Zentimetern. In allen darun-
terliegenden Skalen wird eine effektivere Dissipation durch die Viskositéat unter-
driickt. In gewhnlichen Wolken findet man ungeféihr 100 Tropfen/ cm®. In Skalen
iitber 1 cm erscheint die Tropfenkonzentration deshalb anndhernd kontinuierlich,
und Operationen wie die Divergenz oder die Rotation, welche Kontinuitéit vor-
aussetzen, sind anwendbar.

In einer feldbezogenen Betrachtungsweise lautet die Bewegungsgleichung (13)
des Tropfens in Tensorform bei Verwendung der Einsteinschen Summationskon-
vention

dvi 0V v ov;

Tat o T o,

mit den Variablen r; = x und r; = z. In derselben Koordinatenschreibweise

gilt fiir die Divergenz D = 9V;/dr;. Obwohl die Divergenz des Stromungsge-

schwindigkeitsfelds verschwindet, ist fiir die Divergenz der Tropfengeschwindig-

keit D # 0 moglich. Fiir kleine Tropfen, die der divergenzfreien Luftstromung

folgen, ist D aber klein. Gleiches gilt fiir grole Tropfen, deren anndhernd gerad-

linige Bewegung durch die kleinrdumigen Beschleunigungen unbeeinflufit bleibt.

Im Bereich dazwischen, genauer bei Tropfengréfien von ungefihr 100 pm, existiert
dann ein Divergenzmaximum.

Im stationdren Fall 0V;/0t = 0 wird ;; := 0V;/0r; gesetzt. Die Ortsablei-
tungen 0/0r; werden dann mit der Kontinuitétsgleichung 0Vz, ;/0r; = 0 der Luft-
stromung auf folgende Weise verkniipft
i OVLi
07"j + (1+7—D) Q/)U - 07"]'

Wird bei Stationaritét entlang der Tropfenbahnen integriert, so sind die ad-
vektiven Terme identisch mit der vollen Zeitableitung

- — VZ + VLJ + Ws 51'2 (63)

TV;

(64)

dD
Tt D = =14 vji (65)
Zusammen mit der obigen Gleichung ergibt sich schliellich
oy OV,
1 D) i = ’ 66
PO kD) vy = (66)

Fiir kleine Tropfen unter 10 pm gilt neben der Abschétzung 7dy;;/dt ~ 0
auch noch 7D < 1, weil 7 — 0 verbunden ist mit D — 0. Dies fiihrt zu einer
Gleichung fiir die Divergenz der Tropfengeschwindigkeit kleiner Tropfen
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oVy; OV
-

or; Or;

Als weitere Vereinfachung erhélt man letztendlich D = 27 3. Die Grofle 74

ist aber, wie oben gesehen, auch bestimmend fiir die Zeit, innerhalb derer die

Tropfen ein bestimmtes Gebiet verlassen. Dies ist ein Indiz dafiir, dafl es sich
hierbei nur um eine andere Beschreibung desselben Effektes handelt.

D=- (67)

6.2 Gescherte und periodisch fluktuierende Stromung

Betrachtet wird nun eine horizontale Strémung mit vertikaler Scherung

U= (UL (2)) + Uy (68)

Die lineare Scherung mit dem Parameter o wird in der mittleren Stromungs-
geschwindigkeit

(U (2))=U(0)+az (69)

spezifiziert. Es werden periodische Fluktuationen der Form

U, =U, sinlk (x — (Up (2)) )] (70)

mit Wellenzahlen k = 27 /) betrachtet, die in die mittlere Stromung einge-
bettet sind. Es werden hier keine vertikalen Geschwindigkeitsfluktuationen zu-
gelassen, so dafl wahrscheinlich von einer Unterschédtzung der Turbulenzeffekte
auszugehen ist. Die Kontinuitétsgleichung wird durch die horizontalen Pulsatio-
nen ohne vertikalen Ausgleich nicht verletzt; ein rein horizontaler Ausgleich ist
durchaus denkbar.

Zur Beschreibung der Tropfenbewegung in der Phasenebene werden die Pha-
senkoordinaten 2’ = x — (U (z)) t und v’ = U — (UL (2)) eingefiihrt, welche die
Bewegung des Tropfens relativ zur Grundstromung beschreiben. Haben Tropfen
und Stromung dieselbe Geschwindigkeit, so folgt 2’ = const. Entsprechend be-
deutet 2’ < 0 ein Zuriickbleiben des Tropfen gegeniiber der Stromung und z’ > 0
eine relative Vorwartshewegung des Tropfens. Fiir die Phasenkoordinaten gelten
dann die Bewegungsgleichungen (14), (15) in der Form

du’

T = —u' —TaWs+ U, sin (k') (71)
d/
d—i = u—aWst=u—az (72)

Dabei ist z = Wyt die im freien Fall zuriickgelegte Wegstrecke.

32



6.2.1 Scherungsfreie Stromung

Zunichst werden die Bewegungsgleichungen (71), (72) ohne Scherung betrachtet:

du’

T = —u 4 Upsin(ka’) = fi(u,2) (73)
d ! / /AW

Es wird nun eine Stabilitdtsanalyse des Systems der beiden gekoppelten Dif-
ferentialgleichungen durchgefiihrt. Nach der Theorie von Liapunov bestimmt die
Existenz bzw. das Nichtvorhandensein von singulédren Punkten, also von Punkten,
die moglichen Gleichgewichtszustdnden entsprechen, den Charakter der Phasen-
trajektorien und damit hier den Charakter der Tropfenbewegung. Ein notwen-
diges Kriterium fiir die Existenz von singuldren Punkten ist das gleichzeitige
Verschwinden von du’/dt und dz'/dt, also fi (v/,2") = 0 und f, (v/,2") = 0. Man
erhélt dann zwei Serien von singuldren Punkten, die zu verschiedenen Ergebnissen
fithren

e v =0und k2’ =27mm
e v =0und k'’ =2m+1) 7

Dabei kann m die Werte 0, £1, ... annehmen. Die charakteristische Gleichung
des Systems aus den beiden Differentialgleichungen ergibt sich bei verschwinden-
der Determinante

afi B
det <8xk - 35¢k> =0 (75)

Den Variablen z; werden die Werte x; = «/ und x9 = 2’ zugeordnet. Mit
0;1 wird wie iiblich das Kronecker-Delta bezeichnet. In den singuldren Punkten
erhélt man so die charakteristische Gleichung

78 +s+ kU, =0 (76)

Das Pluszeichen gilt fiir die erste Serie singuldrer Punkte, das Minus entspre-
chend fiir die zweite.
Die quadratische Gleichung besitzt im Falle der ersten Serie die Losungen

1
S1g = — (—1i,/1—4rk¢Um> (77)
2T

Beide Losungen haben einen negativen Realteil. Dies bedeutet, dafl in den
zugehorigen singuléren Punkten ein stabiles Gleichgewicht herrscht. Eine zusétz-
liche Unterscheidung hinsichtlich der Eigenschaften der Losung erlaubt die Dis-
kriminante. Fiir 47k U,, < 1 handelt es sich bei den singuldren Punkten um
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stabile Knotenpunkte. Gleichbedeutend mit der obigen Bedingung ist eine Be-
grenzung der Fallgeschwindigkeit Wy < g/4 k U, zu grofleren Werten hin. Daraus
folgt direkt ein maximaler Radius der Tropfen, der die Existenz stabiler Knoten-
punkten gerade noch zuldfit. Als Beispiel liefern die Annahmen L = 50 m und
U, = 3m/s fur die hochste erlaubte Fallgeschwindigkeit Wg < 6,5 m/s und damit
eine Beschrankung des Radius auf » < 1000 pym. Falls 47k U,, > 1 gilt, stellen
die singuldren Punkte stabile Brennpunkte im Phasenraum der Tropfenbewegung
dar (Abbildung 8).

&

Abbildung 8: Stabiler Knotenpunkt fiir kleinere Tropfen (links), stabiler Brenn-
punkt fiir groBere Tropfen (rechts) [Pinsky und Khain (1995a)]

Wenn ein stabiler Punkt erreicht wird, dann bewegt sich der Tropfen fortan
mit dem stabilen Punkt im Stromungsfeld mit, so dafl die relative horizonta-
le Tropfengeschwindigkeit verschwindet. Das Auftreten von stabilen Punkte geht
mit einer Erhéhung der Tropfenkonzentration in bestimmten Bereichen der Wolke
einher. Der Abstand dieser Punkte voneinander héngt von der ,, Wellenldnge* der
Fluktuationen ab. In Verbindung zu den singuldren Punkten wird fiir die Trop-
fentrajektorien eine Ansammlung entlang bestimmter Bahnen, den sogenannten
1solierten Pfaden, beobachtet.

Die zweite Serie fithrt zu den Losungen

1
S1p= — (—11\/1+47kUm> (78)
2T

Eine dieser Losungen besitzt einen positiven und die andere einen negativen
Realteil, so dafl das Gleichgewicht in den singuldren Punkten instabil ist. Es
handelt sich demnach um instabile Sattelpunkte.
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Die charakteristische Zeitdauer, bis ein stabiler Punkt erreicht wird, kann mit
10-15 Sekunden sehr bedeutend sein und damit erheblich iiber der Anpassungs-
zeit gegeniiber der Stromung ohne Fluktuationen liegen. Bei Vernachlédssigung
der Geschwindigkeitsfluktuationen wird diese Relaxationszeit vornehmlich durch
A~! bestimmt, wohingegen die hier betrachtete Zeitdauer fiir das Erreichen eines
Gleichgewichts durch die Wurzel aus der charakteristischer Gleichung, namlich
dem Minimum aus dem Absolutwert des Realteils, das unter Umstédnden wesent-
lich kleiner als A ist, gebildet wird.

6.2.2 Scherungsbehaftete Stromung
Die singuldren Punkte werden jetzt durch die Scherungsgleichungen (71), (72)

o= az (79)
W,
sin(kz') = « stz (80)
Un

bestimmt. Die singuldren Punkte bewegen sich in der Phasenebene, wobei der
Charakter dieser Bewegung von der Fallstrecke z und damit iiber die Beziehung
z = Wy t auch von der dafiir benétigten Zeit t abhéngt. An den singulédren Stellen

lautet die charakteristische Gleichung nun

W 2
752+sikUm\ll—oﬂ(75;Z):0 (81)
Deren Losungen spalten sich wieder in zwei Serien auf
e k' = arcsin (a%ff) +27m
e k' = — arcsin (a lejifn“) +2m+1)w
Dabei ist ebenfalls m = 0, &1, ... erlaubt. Die erste Serie mit dem Pluszeichen
vor dem Arkussinus hat die Wurzeln
1 W, ?
s | —14 | 1—drkO1— a2 TWs 2 (82)
’ 27 U2

Eine genauere Untersuchung der Losungen mithilfe der Diskriminante ergibt,
daB fiir z < (U,,/a) — 7 Wg beide Realteile negativ sind. Die singuldren Punkte
stellen dann metastabile Gleichgewichtszustdnde dar. Metastabil bedeutet hier,
da die Punkte im Phasenraum verschoben werden, wenn die Tropfen sich im
Ortsraum fortbewegen. Unter der zusétzlichen Bedingung
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(Wst2) (83)

47kUmJ1—0€ 2 =

handelt es sich um einen metastabilen Knotenpunkt. Gilt hingegen

9 (7’ Ws + 2)2
Uy,

so liegt der Fall eines metastabilen Brennpunktes vor. Mit wachsendem z bzw.
t geht schlielich jeder Brennpunkt in einen Knotenpunkt {iber. Die metastabi-
len Punkte werden ndmlich mit fortdauernder Fallzeit instabil, und im Bereich
verstirkter Tropfenkonzentration setzen Oszillationen der Tropfengeschwindig-
keit ein. Sobald die Ostzillationsphase eintritt, wéchst die Amplitude der hori-
zontalen Geschwindigkeitsabweichung von der Stromung mit zunehmender Fall-
strecke, bis sie denselben Wert wie die Amplitude der Stromungsgeschwindig-
keitsfluktuation erreicht hat.

Die andere Serie von Losungen mit dem Minuszeichen vor dem Arkussinus
fiithrt zu

4TkUm\J1—Oé > 1, (84)

) (T Ws + z)2

o (35)

1
S12 = -7 — —1+ 1+4T]€Um\J1—Oé
2T

Gilt z < (Uy/a) — 7Ws, hat in diesem Fall eine Wurzel einen positiven
Realteil, was zu einem instabilen Sattelpunkt fiihrt. Fiir hinreichend grofie Fall-
strecken z > (U, /a) — 7 Wy existieren iiberhaupt keine reellen Wurzeln und
damit auch keine singuldren Punkte mehr. Bei z = 2z, = (U,,/a) — 7 Wy tritt
ndmlich ein qualitativer Wandel des Charakters der Tropfenbewegung ein, eine
Sattel-Knoten-Bifurkation, die zu Oszillationen der Tropfengeschwindigkeit und
damit auch der Tropfentrajektorien fithrt. Bei z < (U,,/a) — 7 Wy existiert da-
gegen immer ein metastabiler Zustand. Wéhrend fiir z < 2. eine Bewegung der
Tropfen mit der Strémung erfolgt, so bilden sich fiir z > z. Oszillationen gegen
die Stromung aus. Fiir grofie Tropfen mit Wy > U,,/T a kann der Fall z, < 0
eintreten, was bedeutet, dafl grole Tropfen sofort zu oszillieren beginnen. In den
folgenden Betrachtungen wird z > z. vorausgesetzt, es soll also keine Stabilitét
mehr bestehen konnen.

6.2.3 Tropfenschwingungen in Scherungsschichten

Es wird die Pulsationskomponente des Tropfens relativ zur Luftgeschwindigkeit
definiert

u”:U—UL—UST:U—UL—i-TOéWS (86)
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Damit gilt (v”), = (v/), = 0. Die zur Luft relative Tropfengeschwindigkeit
bei U,, = 0, also ohne Fluktuationen, wird gemé8 (29) mit Uy, = —1aWs
bezeichnet. Unter Verwendung von z = Wyt lauten die Bewegungsgleichungen

(71), (72) dann

du” u”’ d sin (k')
- Ly, LT 87
T dz W T dz (87)
dx’ u” z U,
- = — - ™ gin (ka2
dz ws (T+ W5> +qy, s (k) (88)

Die Eliminierung von dz fiihrt zu

du” 1 y
— = —17kUp, ka' 89
T v —a (z4+17Ws)+ U, sin(kx/)u ’ cos (k') (89)

Bei anwachsender Fallstrecke z wird diese zunéchst nichtlineare Gleichung

ziemlich schnell linear.
du” 1 "

— =—7kU, k' 90

T a(z+TWS)u 4 cos (k) (90)

Beim beobachteten Effekt handelt es sich um Oszillationen mit langsam an-

wachsender Amplitude und gleichzeitiger Phasendnderung. Als Losungsansatz

bietet sich also an

' (z,7) = A(2) sin(k2") + B (z) cos (k') (91)

Die Amplitudenfunktionen A (z) und B (z) verdndern sich viel langsamer als
die harmonischen Terme mit sin (k') und cos (k2'). Setzt man den Ansatz in
die Differentialgleichung ein und fiihrt einen Koeffizientenvergleich fiir die Terme
mit Sinus und Kosinus durch, so bekommt man

2

B g
AGE) =~z Un (92)
B(z) = 1:72Um (93)

mit v = ka7 (2 +7Ws). Damit ergibt sich die verédnderliche Amplitude der
harmonischen Schwingung

_JAaipg-—_ "1
C(z)=vVA?+B —mUm (94)

und deren ebenfalls von z abhéngige Phasenverschiebung
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v(z) = arctani =— arctanfly (95)

Fiir sehr grofie Fallstrecken, also z — oo, geht auch v — oo und damit
A—- -U, B — 0, C — U, und ¢ — —n. Unabhéngig von ihrer Grofle
horen demnach sdmtliche Tropfen irgendwann damit auf, den Fluktuationen der
Stromungsgeschwindigkeit zu folgen.

Jetzt werden die Bedingungen am Bifurkationszeitpunkt z. betrachtet. Aus
der Tropfentrégheit folgt die Stetigkeit und damit die Kontinuitéit der Trajekto-
rien in einem beliebigen Punkt, so dafl u” («, z.) = 0 gilt. Da die Amplitude bei
z = z, normalerweise nicht verschwindet, C' (z.) # 0, folgt fiir das Argument der
Schwingung

k= arctanﬁj +2mm (96)
mit v, = v (2e,2.) = kat (2. +7Ws) und m = 0, £1, ... Fiir realistische
Werte kann v, = kU, Ws/g < 1 angenommen werden. Gibt man beispielsweise
bei L = 10 m und U,, = 3m/s den kleinen Wert 7. = 0,1 vor, so entspricht
dies einer Beschrédnkung des Tropfenradius auf Werte von r < 70-100 pm. Fiir
7. < 1 kann aber in guter Niiherung arctan~y, ! ~ 7/2 = const. gesetzt werden.
Dies bedeutet, dafl der Ort, an dem die Oszillationen einsetzen, fiir kleine Tropfen
praktisch unabhéngig von deren genauen Grofle ist.
Die Amplitude der relativen Tropfengeschwindigkeit zwischen zwei Tropfen
der Massen m; und m; betragt

AC;; = \/AA% + AB?, (97)

mit AA;; = A; — A; und AB;; = B; — B;. Dies lafit sich auch als

U, (98)

mit Av;; = | — ;| schreiben.

Die Tropfen miissen eine bestimmte Fallstrecke durchqueren, bis die Ampli-
tude der Oszillation ihr Maximum erreicht. Fiir eine kurze Falldistanz treten nur
geringe Abweichungen von der zugrundeliegenden Stromung und damit auch nur
geringe Abweichungen der Tropfen gegeneinander auf. Bei langerer Fallstrecke
erfolgt eine Abkopplung der Tropfenfluktuationen von der Hintergrundstromung,
so daf} die relativen Abweichungen voneinander wieder abnehmen. Deswegen muf}
ein Zwischenwert existieren, bei dem die beiden Tropfenbahnen am stérksten von-
einander abweichen.

Die Stiarke der durch die zusétzliche Relativgeschwindigkeit verursachten Ef-
fekte 1aBt sich iiber das Verhaltnis aus der Differenz der turbulenten Geschwin-
digkeitsfluktuation und der Differenz der Fallgeschwindigkeiten ausdriicken

38



_ AGy
a AWS,ij

Dabei ist AWg;; = Wg,—Wyg ;. Fiir zwei identische Tropfen mit m; — m; soll-
te eigentlich AWg;; — 0 gehen, eine genauere Untersuchung des asymptotischen
Verhaltens von R;; fithrt aber zu dem endlichen Grenzwert

(99)

kazUp

1+ (kang57i>2

fiir grofie Fallstrecken 2z > W2/g. R;; strebt nach gréfierer Fallstrecke der
Tropfen seinem Maximum entgegen und weist dabei fiir kleinere Tropfen die
grofften Werte auf. Eine Erkldrung dafiir ist die mit der zunehmender Masse
gleichermafien anwachsende Trégheit. Weil fiir kleinere Tropfen die Differenz der
Fallgeschwindigkeiten AWg;; ebenfalls klein ist, gilt diese Groflenabhéngigkeit
auch fiir R;;.

Im allgemeinen ist die Bewegung von Tropfen in einer gescherter Stromung
mit darin eingebetteten Geschwindigkeitsfluktuationen weder regulér, noch stati-
onér, und dariiberhinaus abhéngig von den Tropfenparametern wie zum Beispiel
der Masse. Selbst bei der einfachen Annahme linearer Scherung und sinusférmiger
Geschwindigkeitsfluktuationen erweist sich der Charakter der Tropfenbewegung
bereits als demjenigen einer vollig stochastischen Bewegung dhnlich. Dies ist den
Bifurkationen zu verdanken, die zu den vielfialtigen Oszillationen der Tropfentra-
jektorien Anlafl geben. Die Frequenz dieser Oszillationen wichst mit der Zeit an,
was zu einem Breitbandfrequenzspektrum fiihrt. Der genaue Charakter der Trop-
fenbewegung héingt wesentlich vom Ort, an dem der Tropfen gebildet wird, ab.
Die Geschwindigkeitsoszillationen erhohen die Relativgeschwindigkeit zwischen
den Tropfen, was mit einer verstarkten Koaleszenz einhergeht. Dadurch, daf die
Tropfen in derselben Zeit bedingt durch die Fluktuationen einen groferen Volu-
menbereich {iberdecken, erhoht sich die Zahl der Kollisionen pro Zeiteinheit, und
die Koaleszenzrate wéchst an.

7 Zusammenfassung

Die Koaleszenzrate wird gewthnlich — im laminaren Fall — als proportional zur
Anzahldichte der Kollektortropfen und der einzufangenden Tropfen sowie zur
Relativgeschwindigkeit, mit der sich das Tropfenpaar aufeinander zu bewegt, an-
genommen. In erster Ndherung wird die Relativgeschwindigkeit zweier Tropfen
der Differenz ihrer Fallgeschwindigkeiten gleichgesetzt. Inwiefern diese Annah-
men auf den Fall turbulenter Stromung iibertragbar sind, wird in dieser Arbeit
schlaglichtartig anhand der Auswirkungen der Trigheit der Tropfen auf deren
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rdumliche Verteilung sowie auf entstehende Geschwindigkeitsdifferenzen und ei-
ne damit verbundene Zunahme des kollisionsfordernden ,, Uberlappungsbereiches*
der Tropfentrajektorien untersucht.

Die Relativgeschwindigkeit zwischen den beiden Tropfen als Differenz ihrer
(konstanten) Fallgeschwindigkeiten anzunehmen, erweist sich auch im turbulen-
ten Fall als gerechtfertigt. Weder bei einer Stromung mit Scherung noch bei pe-
riodischen Fluktuationen sind im Bereich relevanter Tropfengréfien bedeuten-
de zusétzliche horizontale Geschwindigkeitsdifferenzen zu erwarten. Hingegen be-
wirkt die Turbulenz in Verbindung mit der Partikeltriagheit eine Inhomogenisie-
rung der raumlichen Verteilung der Tropfen. Bereiche der Stromung mit vorherr-
schenden Trégheitskriaften werden von den Tropfen gemieden; an den Flanken
dieser Bereiche erfolgt eine Ansammlung der Tropfen, so dafi dort giinstige Vor-
aussetzungen fiir Stofe zwischen den Tropfen gegeben sind. Gewohnlicherweise
wird angenommen, dafl die Turbulenz zu verstarkter Durchmischung und zu ei-
ner damit verbundenen Homogenisierung der Konzentration fiithrt. Hier geschieht
aber etwas Gegenteiliges: Die Turbulenz ist die Ursache von Inhomogenitéten.

In den zitierten Arbeiten werden die wichtigsten Ergebnisse numerischer Si-
mulationsmodelle vorgestellt, mit deren Hilfe die Autoren zu der Erkenntnis ge-
langen, dafl in der turbulenten Strémung generell eine verstéirkte Tropfenkoales-
zenz zu beobachten ist, die mit einer Inhomogenisierung der Tropfenkonzentration
einhergeht. Die Tropfen bewegen sich in der turbulenten Strémung bedingt durch
ihre Tragheit auf diskreten Bahnen, sogenannten ,isolierten Pfaden®. Gleichzei-
tig wird ein Anwachsen des von den Tropfenkollektoren durchquerten Volumens
und auch des ,effektiven Radius“ der kleineren Tropfen beobachtet. Vor allem bei
den kleineren Tropfen erweisen sich die Turbulenzeffekte den durch die Schwerebe-
schleunigung verursachten als zumindest ebenbiirtig. Daraus resultierend wéchst
die Koaleszenzrate an, was mit einer Verbreiterung des Tropfengréfienspektrums
einhergeht. Diese Effekte, die einen erheblichen Anstieg der Kollisionsrate der
Tropfen verursachen konnen, werden im Hinblick auf eine mogliche Beeinflus-
sung der Stabilitdt der Stromung untersucht mit dem Ergebnis, dal die Tropfen
im turbulenten Feld dahin tendieren, Bereiche verstarkter turbulenter Stromungs-
vorticity und -kriimmung aufgrund ihrer Trégheit zu verlassen. Tropfen, die sich
zu einem bestimmten Zeitpunkt auflerhalb dieser Bereiche aufhalten, vermeiden
auch zukiinftig diese Gebiete. Die analytische Untersuchung zeigt also eine weit-
gehende Ubereinstimmung mit den Resultaten der numerischen Simulationen.
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